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Vorwort zur ersten Auflage. 


Die Reformbestrebungen auf dem Gebiete des mathemati- 
+- schen Schulunterrichts, „die seit zwei Jahrzehnten auf eine 
— vertiefte und lebendigere Auffassungdeseigentlichen Ge- 
——-dankeninhalts der Mathematik und auf eine verstärkte 
“ Berücksichtigung der Anwendungen hinarbeiten“®), 
2 haben eine wesentliche Förderung erfahren, seitdem Herr Ge- 
° <heimrat Prof. Dr. F. Klein-Göttingen in einer Reihe von 

Aufsätzen die Notwendigkeit einer zeitgemäßen Umgestaltung be- 
tont und zugleich Vorschläge zu ihrer Durchführung gemacht 
hat. Die in seinen Schriften?) niedergelegten Gedanken sind 
nicht ohne bestimmenden Einfluß auf die Beschlüsse der 
Kommission geblieben, die im Auftrage der Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Ärzte sich mit der Frage der 
Umgestaltung des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unter- 
„rTichts unserer höheren Schulen zu beschäftigen hatte, zumal Herr 
\\ Geheimrat Klein selbst dieser Kommission als Mitglied angehörte.?) 
An der Klinger-Oberrealschule zu Frankfurt a. M. haben 
einige Fachlehrer die von Herrn Klein gegebenen Anregungen 
in ihrem Unterricht zu verwerten gesucht. Sie sind dabei zu 
der Überzeugung gekommen, daß ein nach den neuen Gesichts- 
punkten betriebener Unterricht wesentliche Vorteile bietet, von 
denen besonders die Möglichkeit einer einheitlichen Ausgestaltung 


ı) Bericht der Unterrichtskommission auf der 77. Versammlung 
deutscher Naturforscher und Ärzte; Meran 1905. — Erschienen bei F.C. W. Vogel, 
Leipzig. 

2) Von diesen Schriften sei besonders hervorgehoben: F. Klein, Über 
eine zeitgemäße Umgestaltung des mathematischen Unterrichts 
an den Schulen Preußens. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 

3) Man vergl. den angeführten Bericht. 
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und organischen Verbindung bisher isoliert stehender Kapitel, 
sowie die einfachere Durcharbeitung gewisser Gebiete und eine 
damit verbundene, nicht zu unterschätzende Verminderung des 
(Gedächtnisstoffes hervorzuheben wären. Aus diesen erfreulichen 
“Erfahrungen aber entsprang der Wunsch, für die eigene Anstalt 
den Stoff zu umgrenzen und methodisch zu ordnen; zugleich 
sollte die Zusammenstellung weiteren Kreisen zugänglich gemacht 
und dadurch ein kleiner Beitrag zur Lösung der schwebenden 
Frage gegeben werden. 

So ist das vorliegende Werkchen entstanden. Sein Schwer- 
punkt liegt in der Einführungin die Elemente der Diffe- 
renzialrechnung, in der das Ganze durchziehenden, an- 
schaulichen Behandlung der Funktionen und ihres Ver- 
laufes. Die graphische Darstellung führt auf die näherungs- 
weise Lösung numerischer Gleichungen und leitetvonselbstzum 
Begriff des Differenzialquotienten über, der sofort zur Lö- 
sung von Aufgaben aus der analytischen Geometrie herangezogen 
werden kann. Indem zugleich seine Änderung in der abgelei- 
teten Kurve einer Untersuchung unterzogen wird, treten die 
ausgezeichneten Punkte der Grundkurve, die Maxima, Minima 
und Wendepunkte anschaulich in aller Klarheit hervor. 

Bei diesem überallauf die Anschauung gegründeten 
Gange wird nicht nur dasInteresse des Schülers immer 
von neuem belebt, es wird auch, was von der größten 
Wichtigkeit ist, das Verständnis des Wesens und die 
Bedeutung der Grundbegriffe der Differenzialrechnung, 
des Differenzialquotienten und des Differenzials be- 
ständig wach erhalten. 

Die notwendigen Formeln und Reihen sollen stets erst dann 
hergeleitet werden, wenn der vorwärtsschreitende Unterricht 
ihre Anwendung erfordert. Sind sie aber einmal entwickelt, so 
empfiehlt es sich, sie ausgiebig zu benutzen, um die Vorteile 
und die Fruchtbarkeit der Methode zu voller Geltung zu bringen. 

Das Prinzip der anschaulichen Darstellung, durch das sich 
das vorliegende Werkchen vor den bisher erschienenen Büchern 
über die schulmäßige Behandlung der Infinitesimalrechnung aus- 
zeichnen möchte, hat sich nicht überall durchführen lassen: die 
im dritten Abschnitte gegebene Behandlung der Integralrechnung 
weicht von der üblichen nicht ab. Trotzdem glaubte der Ver- 
fasser, der ein allgemein brauchbares Buch schaffen wollte, die 


Vorwort zur zweiten Auflage. AN 


Elemente der Integralrechnung nicht einfach weglassen zu dürfen, 
um so mehr, als gerade dieser Teil die Anwendung auf grund- 
legende Probleme der Physik bringt. Fühlt sich aber der 
Lernende im Sattel der Differenzialrechnung sicher, so kann er 
auch den Algorithmus der Integralrechnung ohne Schwierigkeit 
bewältigen und muß wohlbefähigt sein, einfache Integrale aus- 
zuwerten. | 


Vorwort zur zweiten Auflage. 


Die zweite Auflage der „Infinitesimalrechnung“. weicht :in 
mehreren Punkten von der ersten ab. Vor allem schien es nach 
den bisherigen Unterrichtserfahrungen notwendig, die grund- 
legenden Begriffe der Grenze und des unendlich Kleinen klarer 
herauszuarbeiten, als es in der ersten Auflage geschehen ‚war, 
und ebenso notwendig, den approximativen Charakter der In- 
finitreehnung immer. und immer wieder zu betonen. So mußte 
denn dem zweiten Abschnitt eine kurze Einführung vorausge- 
schickt werden, wie auch an anderen Stellen kleine, demselben 
Zweck dienende Erweiterungen des früheren Textes vorgenommen 
wurden. Die sehr häufig notwendige Angabe Ax=0 wurde 
in Axr=0 richtig gestellt, wobei das dem Gleichheitszeichen (—) 
nachgebildete Zeichen > für „nahezu“ oder „angenähert gleich“ 
steht. Das von mehreren neueren Büchern eingeführte Zeichen 
vw für „nahezu gleich“ anzunehmen, schien, wegen seiner ander- 
weitigen Benutzung als Ähnlichkeitszeichen, nicht empfehlenswert. 

Um die Anwendbarkeit des Taylorschen und des Mac-Lau- 
rinschen Satzes zur Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen 
von x auf ganz beliebige Funktionen anschaulich zu begründen, 
wurde auf die Möglichkeit verwiesen, beschränkte Intervalle von 
y—f(&) durch solche von Funktionen von der Form y=a, 
+qa,%+a,x°-—-... zu ersetzen, also an Stelle eines vorgelegten 
Kurvenstücks eine Schmiegungsparabel zum Gegenstand der 
Untersuchung zu machen. Dieser Hinweis entspricht dem Wesen 
der Infinitrechnung als eines approximativen Kalküls durchaus; 
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kommen Unstetigkeitspunkte einer Funktionskurve in Frage, so 
ergibt sich die Unzulänglichkeit der genannten Theoreme von 
selbst. | 

Auf die Anschauung stützt sich nunmehr auch die Einführung 
in die Integralrechnung, indem sie das Integral von f(x)dx als 
die Funktion F(x) definiert, die den Inhalt des zwischen der 
Kurve f(x) und der x-Achse liegenden Flächenstücks, gerechnet 
von einer zunächst unbestimmt gelassenen Anfangsordinate bis 
zu einer festen Endordinate, angibt. Daß dabei der Taylorsche 
Satz für seine ersten Glieder eine geometrische Deutung erfährt, 
dürfte kaum als ein Schaden angesehen werden Können. 

Das Aufgabenmaterial ist an mehreren Stellen verstärkt 
worden. Dagegen ist die Auswertung unbestimmter Ausdrücke 
von der Form © — 00; 0°; 00°; 1”, als kaum vorkommend, ge- 
fallen. Steht ein Ausdruck von einer dieser Formen zur Dis- 
kussion, so läßt er sich ja ohnehin leicht auf eine der behandelten 
Formen zurückführen. 


Frankfurt a. M., im März 1911. 


Oskar Lesser., 


Erster Abschnitt. 
L. 
Die Funktion und ihre Darstellung. 
1. Der Funktionsbegrift. 


Ändert sich eine Größe y, indem man einer anderen Größe & 
nacheinander verschiedene Werte beilegt, in gesetzmäßiger Weise, 
so sagt man, y sei eine Funktion von x, und schreibt, um diese 
Abhängigkeit der Größe y von der Größe & anzudeuten, 


YV TER E e (i) 
Dabei wird x als die unabhängige Variable, y aber als 
abhängige Variable bezeichnet. 

Beispiele: Mit der Änderung der Temperatur des ein Thermo- 
meter umgebenden Mittels ändert sich die Höhe der’Quecksilber- 
säule; es ist also die Höhe der Quecksilbersäule von der Tempe- 
ratur abhängig, sie ist eine Funktion der Temperatur. Ebenso 
ist der Inhalt eines Dreiecks mit gegebener Grundlinie eine 
Funktion der Höhe, der Weg eines in Bewegung befindlichen 
Körpers (Punktes) eine Funktion der Zeit usw. 


Das Abhängigkeitsverhältnis der Größe % von der Größe x 


wird durch eine, die beiden Größen x und y verbindende Glei- 
chung bestimmt. Setzen wir z.B. 


y_mX--4, 
oder ma —ney+vy ge ry+s=0, 
oder y=cosx-+logz, 


so definiert jede dieser Gleichungen die Unbekannte y als eine 
Funktion der anderen x, und umgekehrt. Denn, sind x, und y, 
zwei einander zugehörende Werte der vorgelegten Gleichung, und 
%,, Y, zwei ebenfalls einander zugehörende Werte derselben Glei- 
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chung, so entspricht der Änderung Ax—=x,— x, der Größe x 
eine bestimmte Änderung Ay=y—-y,; es ist also mit jeder 
Änderung des Wertes von & eine bestimmte Änderung des zu- 
gehörigen Wertes von y verbunden. 


Stetigkeit der Funktionen. 


Ziehen in einer Funktion 
y—f(&) 
beliebige kleine Änderungen Ax Änderungen Ay in der Weise 
nach sich, daß bei kontinuierlicher Änderung des Wertes von & 
eine kontinuierliche Änderung von y erfolgt, so heißt die Funk- 
tion stetig. Erfolgt dagegen bei kontinuierlicher Änderung von x 
diejenige von y sprungweise, so ist die Funktion unstetig. 


Fie. 1. Fig. 2. 


Fig. 1 gibt uns das Bild einer stetigen, Fig. 2 das einer un- 
stetigen Funktion. (Über die Gewinnung eines solchen Funktions- 
bildes siehe unter 3, Seite 4 und 5.) 


2. Einteilung der Funktionen. 


Denkt man sich die zwischen x und y bestehende Gleichung 
nach y aufgelöst, so erhalten wir eine neue Gleichung in der 
Form (1) 

v=r(), 


2. Einteilung der Funktionen. 3 


die y als explizite Funktion von x darstellt. Ist die gegebene 
Gleichung nicht nach y aufgelöst, so schreiben wir für sie ab- 
gekürzt: 
DO (2) 
und nennen dann y eine implizite Funktion von &. 
Beispiele für explizite Funktionen sind: 


y—=mx--g; y=ant-barmi-...; 
a 
iz Be 4 logsinz, 
Implizit sind folgende Funktionen: 
24 —const.: Beyer: 
u 0 


Im folgenden werden wir uns hauptsächlich mit expliziten 
Funktionen zu beschäftigen haben. 


Algebraische und transzendente Funktionen. 


Die Funktion y=f(x) wird eine algebraische Funktion 
genannt, wenn bei der Bildung der y und x verbindenden Glei- 
chung nur die gewöhnlichen algebraischen Operationen (Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung der Variablen 
und Wurzelausziehung) Verwendung gefunden haben. 

Die algebraischen Funktionen zerfallen in rationale Funk- 
tionen, die die Wurzelausziehung vermeiden, und irrationale 
Funktionen, bei denen die Unbekannten (oder eine von ihnen) 
im Radikand einer Wurzel auftreten. Die rationalen Funktionen 
wieder unterscheiden sich in ganze rationale und gebrochene 
rationale Funktionen. 


Beispiele. Eine ganze rationale Funktion ist: 


3 — 
y-5a— Ta zer V5; 
eine gebrochene rationale Funktion: 
ih 5x 
Tg An 304-1’ 
eine irrationale Funktion: 


Va Va 28210: 
1% 
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Überschreiten die in einer Funktion verwendeten 
Rechenoperationen die erwähnten, so heißt die Funk- 
tion transzendent. 


Beispiele: y=a—nz; 
yz=e-+c0osx; y—logx; y—liac-Fige; 


are en sen 
SH — -— x 
4 DE a le Var — x1 R 


3. Wertetabellen und graphische Darstellung von 
| Funktionen. 


Die Abhängigkeit der Größe y von der Größe x tritt klar 
hervor, wenn man die Gleichung y=f(x) für eine Reihe an- 
einanderliegender Werte von x „auswertet“, d.h., wenn man 
für die fortlaufende Reihe der Werte x die zugehörigen Werte y 
berechnet und die Resultate in einer „Wertetabelle“ über- 
sichtlich zusammenstellt. 


Beispiele. 
1. Es soll eine Wertetabelle für die ganze rationale Funktion 
y—%— 2 —504+7 


für 2 —= —5 bis = --6 aufgestellt werden. 

Setzen wir für x der Reihe nach die Werte = —5, —4, 
—3,...+4 +5, +6 ein, so erhalten wir als zugehörige 
Werte: 
für = —5|—4|—83|—2j—1| 0 |+1)42|43|44/45| 46 
wrdye sl... Bst nl ser ee 


Man führe die Tabelle, soweit sie unvollständig ist, aus! 
Betrachten wir jedesmal die zueinander gehörenden &, und 
y, als Koordinaten eines Punktes der Ebene, so entsprechen der 
Tabelle soviel Punkte der Ebene, als wir Wertepaare berechnet 
haben. Indem wir diese Punkte durch einen Linienzug („Kurve“) 
verbinden, sind wir imstande, annäherungsweise auch für ge- 
brochene Werte von x die Werte y anzugeben. Tragen wir die 
oben erhaltenen Punkte in ein Koordinatensystem ein, indem 
wir sogenanntes Millimeterpapier benutzen und die Einheit der 
Abszisse mit 1 cm, die der Ordinate aber mit 1 mm annehmen 
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(Verkürzung 1:10), so erhalten wir das Bild der Fig. 3, das er- 
kennen läßt, daß z. B. dem Werte £—0,9 ein Wert y= +1,6..., 
dem Werte <=—-1,5 ein Wert y=6,6... entspricht. Welches 
sind die genauen Werte von y für —=--.0,9 und = — 1,5? 
Für welche ungefähren Werte von x wird y—0? 


BSSSgSuSIgE 


Die Figuren 1 und 2 kann man sich auf gleiche Weisen er- 
halten denken. 

Man zeichne die Kurve der Fig. 3 auch unverkürzt. Ent- 
spricht dem höchsten oder tiefsten Punkt der unverkürzten Kurve 
auch der höchste oder tiefste Punkt der verkürzten Kurve? — 
Man schneide die unverkürzte Kurve durch eine Gerade und 
zeichne die entsprechende Gerade im verkürzten Bild. Welche 
Eigentümlichkeit besitzen beide Geraden, und in welchem Ver- 
hältnis stehen ihre Richtungsgrößen? 


2. Für die gebrochene rationale Funktion 
5 ER 
| (2) 
ergibt sich die Wertetabelle 


2=—=—4| —3 |—2| —1 j0)+1j4+2j+4+3)44/45/+6|47|48 


y=... | 05044101 #4] oo 121441... |... |... |. 


ı 
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undals Kurve die der m nm mn rt 


Fig. 4 (unverkürzt). Ba Berg ngIEEEn Eon Bann a seasgs enge 


Welches ist der an-  iimsEEEESEEnESBSESSnBEuLun \uununE anssnununenen 


genäherte Wert vonyfür EiErsEErrEErErrEEeeeEEE 


x—=—(,3, welches der ee 
EEEHEHEREF BEER EHErE EHE HUREREBEEHEREREREFEEFH 


für &—=-+0,6? Inwel- air EEE BEBgEEegge Eee 

chem Punkte schneidet ESS 
Bee ESHRSTETgEIR 

die Kurve die x-Achse? E00. 


SFESHN 


ass SLIEFTICErTT TE 
TI 


EHEFEFFFEFR Eee HER EeHFEEH EHEN 


EEEFEEBEEEH BEFFEEFREEFFEER EHHEECHFEBREEHSBFEE HEHE 
EFEEERFEFHEFFEERREESEEFFREFSFEEEFFEEFSBERFEEEEFFEEEEER 
EEESFESEEEEFEEEFEH EEEBEEHREBEFRESBRFEEFEFFEHEEHEBEEHEEFRFEN 


[I 1 I Tı 1 = HH [11 
HERE 
FEEEEEFEFHEBERFEEFSPEESSEFEEFEFE 


nale Funktion H HE 2 


11 A 
Hm [FI TI TI 
IH SEZRIRBENEE BunEinananE 


y=V% 


wird 


| a 
Er 22 
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sodaßwirdieKurve 
der Fig.5 erhalten. 
Wie groß ist dem- 
nach (angenähert) 
VRHAET 
In welchem Punkte 
schneidet dieKurve 
die «-Achse? 


4. Die transzen- HReieEssesrmessassesregseser 
dente Funktion | 
y-sinsc+sin2% 


soll graphisch dar- 
gestellt werden. 


Da uns die Sinus 


von 0, E (502% 


7. 609)... "2 : Eh 


bekannt sind, 
setzen wir für x der 


Reihe nach O0- es 


und erhalten als zugehörige Werte vony 0, ', +" v3, 1,V3 


EV 3981120, ...,.oder 


7 7 Zn Dr ee a 
ee lerre ler 
es Pan ao Foren | 


Dieser Wertetabelle entspricht aber die Kurve der Fig. 6 (s. fol- 
gende Seite). 
Für welehe Punkte der Kurve wird „= 0? 
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ELLE 
CHRERNUERANEREBERENSAUNNEREIEHE RB 
BARS UNABERREENNIE gSrauang 
BEDNE DL BEREREN 


Fig. 6. 


4. Darstellung von 
Kurven als Resultie- 
renden von Einzel- 
kurven. 


Ist y als eine Summe 
von Funktionen von x ge- 
geben (vgl. die Beispiele 1 
und 4 der Seiten 4 und 7), so 
läßt sich unter Umständen 
die graphische Darstellung. 
erleichtern. 

Sei 


(a 


und setzen wir 


y=h@); u =h@).--; 
so wird 
a a 

Demnach können wir zu- 
nächst die Einzelkurven y, 
fh; a —=h le)... dar 
stellen und danach aus ihnen 
die gesuchte Kurve y=f(x«) 
durch Summierung der y, be- 
stimmen. 

Wir wählen als Bei- 
spiel das unter 4) Seite 7 
behandelte, für das wir die 
Tabelle erhalten 


y-sna—o| ı, 11,8] 


y„=sin2a—0 \1/a v3 DA 


Se 


Daraus folgen für „„=f,(&) und y,=f,(x) die beiden 
gestrichelten Kurven der Fig. 7, und aus diesen ergibt sich durch 


4. Darstellung von Kurven als Resultierenden von Einzelkurven. 


gs 


punktweise Summierung der einander entsprechenden y%, die 
stärker ausgezogene Kurve der gleichen Figur. 
Anmerkung: Die Darstellung einer Kurve als Resultierende 
von Einzelkurven findet in der Physik häufig Anwendung (Inter- 
ferenz zweier Schwingungen). 


tionen graphisch dar: 


1. y=x2; y=2x2-5; y—)3. 
2. ya yadı ya... 
F% 8 
3. y=Va; y=Va;... 
4. y—3@45x-42; y—=ma? 
—Hnc 44. 
5. y—=25; 2 y’r”. 
r E 2? y° 
6. =. 
2 2 
7. Ax’ — 9y? — 36; ER ER V 
a b 
2? 
8. BE a 
9. y„=xV100 — x. 
ee 
. 7 ıG 
Bey sına: 2 —cosT: 
y—lmigX, y—ectigx. 
12, y= Ssin@ -!/,sn2x. 
13. y=sinz—+-cos3x. 
De a 
tg. 
15. y=sinz + tgx. 
16. y=loge. 
17. y=sinx--log«. 
18. y=logx —log2«. FEERFER 
19. y—=2% y=a”. HEHE ES 
20. y=rlogx. [EHER BEREEHEH 


Aufgaben. 


Man stelle folgende Funk- 


IRL 


Näherungsweise Lösung numerischer 
Gleichungen. 


Vorbemerkung. 

Die durch die Gleichung y=f(x) bestimmte Kurve schneidet 
die x-Achse des Koordinatensystems in allen den Kurvenpunkten, 
in denen y, das ist aber f(x), gleich O ist. Die Abszissen dieser 
Schnittpunkte sind daher zugleich Wurzeln der Gleichung 
= 0. 


Liegt nun eine Gleichung 


Er er a Le 

ar tritt... 4,0...) 
mit numerischen Koeffizienten a,, 4,, ... a, vor, so kann die 
linke Seite nur dann verschwinden, wenn man einen der Wurzel- 
werte der Gleichung für x einführt; für jeden anderen Wert von 
x erhält man einen von OÖ abweichenden Wert 


yo tat a,0r?—+...+0,20). . (la) 

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar; die Abszissen 
ihrer Schnittpunkte mit der x-Achse sind die (reellen) 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung (1). 

Die Aufgabe, die reellen Wurzeln einer numerischen Glei- 
chung (1) zu bestimmen, ist demnach dieselbe wie diejenige, die 
Abszissen der Schnittpunkte der Kurve y=f (x) mit der &- Achse 
des Koordinatensystems aufzusuchen. Indem wir die Aufgabe in 
dieser Weise neu auffassen, erhalten wir zum Teil außerordentlich 
bequeme Hilfsmittel zur Auswertung numerischer Gleichungen. 

Wie kann man danach aus der Fig. 3 die Wurzeln der 


Gleichung: 
x — 20° — 52470 


näherungsweise bestimmen? Wie aus Fig. 6 die Wurzeln der 


Gleichung: 
sine —+sin22=0? 


Lösung der Gleichungen von der Form usw. 11 


1. 


Lösung der Gleichungen von der Form x" + pc -+q=0 
mit Hilfe der Parabel =. 


Ist eine numerische Gleichung von der Form 
ar pe Eau (2) 


gegeben, in der n eine positive, ganze oder gebrochene Zahl be- 
deuten soll, so kann man für x" die Größe y substituieren, also 


Een a N ee ib), 
setzen. 
Dadurch geht die vorgelegte Gleichung =" +px—+-q=0 


über in: 
una ge 0 er. 20 (50 


und es bilden die Gleichungen (3a) und (3b) zusammen ein 
Simultansystem 

Y——x2 

TBB. 5: a TE ee (4) 
dessen Wurzeln auch die aus den Gleichungen herleitbare gegebene 
Gleichung x” — px —-q befriedigen müssen; d.h. diejenigen Werte- 
paare von x und y, die dem Simultansystem (4) genügen, müssen 
auch die gegebene Gleichung (2) identisch erfüllen. Da nun 
diese Gleichung die Größe y gar nicht enthält, so sind die in 
jedem Wertepaare enthaltenen Werte von & die Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, wie groß in jedem einzelnen Fall das zu 
dem Wert von x gehörige y auch sein mag. 

Nun bestimmen die Gleichungen (3a) und (3b) je zwei Kurven, 
deren Schnittpunkte durch ihre Koordinaten die Wertepaare (x, y) 
angeben, die das Simultansystem (4) erfüllen. Es folgt daher 
nach dem Vorausgehenden, daß die Abszissen der Schnittpunkte 
der Kurven die Wurzeln der Gleichung x" px --g==0 darstellen. 

Man bezeichnet eine Kurve, deren Gleichung y== x" lautet, 
als eine Parabel nten Grades. Die Gleichung y+px—+q=0 
bestimmt als lineare Funktion eine Gerade. 


Beispiele und Aufgaben. 
1. Es sollen die reellen Wurzeln der Gleichung 
3 — 150% — 2 —=0 


angenähert bestimmt werden. 
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EEIREEEERFFFFEFFEPFEEEESEEEBEEFFEFFR Lösung. Die Parabel 


EEHNEHE 2E . y—=x? ist in Aufgabe 2, 


in Ren H Seite 7, konstruiert wor- 
BE ce HH den. Es ist die Parabel 
Hi - me der Fig. 8. Die Gerade 
En H y—15x-+-2 ist in der- 


selben Figur eingetragen 
worden. Indem wir Milli- 
meterpapier benutzen, fin- 


Bi an, se den wir als Abszissen der 
EE EAGEREERZ ss Schnittpunkte beider Kur- 
ie: Fi ven ungefähr 
EEE EHE x = — 0,85 
FE eb und 2, == 2:85, 
HE: 5 und das sind, angenähert, 
BE EHEN es die Wurzeln der Glei- 
chung. — Lösen wir nach 


der rechnenden Methode 
auf, so folgt aus 


EREEEFEEFFFFEEEN 3 


BASANzaREnE ET 0 
x Pr 


und x, = 2,3508 ,., %, = ——- 0,8508. 


Wir haben also auf dem ersten Wege die Wurzeln ziemlich 
genau ermittelt. 


Anmerkung. Da die Parabel „—=x? für alle Gleichungen 
x” —+- px --q=—0 dieselbe ist, braucht man sie für alle vor- 
kommenden Fälle (in genügender Ausdehnung) nur einmal zu 
zeichnen und durch sie dann die im einzelnen Fall durch p und q 
bestimmte Gerade hindurchzulegen. 


2. Man soll in gleicher Weise, unter Benutzung der Parabel 


y—Vx (vgl. Aufgabe 3 der Seite 9), die angenäherten, reellen 
Wurzein der Gleichung 


Ve —e+3—0 


bestimmen. 


Die kubische Gleichung in der reduzierten Form. 13 


Die kubisehe Gleichung in der reduzierten Form. 


3. Die reellen Wurzeln der Gleichung 


9 — 30 — 1=0 


sollen ermittelt werden. 


Durch die Gleichung y—x° 
ist die kubische Parabel der 
Fig. 9, durch die lineare Glei- 
chung y„=3x—1==0 die Ge- 
rade der Figur bestimmt. Beide 
Kurven schneiden sich in drei 


Punkten, deren Abszissen wir 
ablesen als 

= 1); 

X 0,55, 

va 1,35, 


Da alle drei Wurzeln der Glei- 
chung reell sind, müßten wir, 
um uns von der Brauchbarkeit 
der gefundenen Resultate zu 
überzeugen, die vorgelegte Glei- 
chung trigonometrisch lösen, 
was empfohlen sei. 

Natürlich kann man auch 
die Funktion y=x°?— 3x —1 
auswerten und die Schnittpunkte 
der erhaltenen Kurve, die eben- 
falls eine Parabel dritten Gra- 
des ist, mit der x-Achse ab- 
lesen. 

Anmerkung. Bei Lösung 
von Gleichungen des dritten 
(und höheren) Grades empfiehlt 
es sich, die Parabeln p, je nach 
der Lage der Geraden y=y—- 
px--g, verkürzt (oder, wenn 
ne, == 2° der" BExpenent ge: 


Eu: 


SFFEREDEH 
2 


AEBSEREBESIESESEEE 


BORBAERFBBRM 
BBERBES/ZREE 
HH 


KH HERR EFEH 


BBamE 
zamam 
a = Ca BR BE) BE EN DE N ER EN ER ZU 


ERnSEEnnnunnar au 
EEFESHEEEE 
BEZASERRESEHFERTARERHRDNME 
ERnnSaR un Bunnanun 


Fig. 9. 
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brochen ist, verlängert) darzustellen, um einen größeren Werte- 
bereich zu erhalten und zugleich Fehler zu vermeiden, die aus 
einem zu spitzen Schneiden der Kurven p und g entstehen. Es 
ist daher vorteilhaft, mehrere Diagramme in Bereitschaft zu 
halten, um in jedem Falle die Wurzellage der Gleichung mit 
einiger Sicherheit angeben zu Können. 


y 
4. Mit Hilfe der Parabel y=YVx sollen die (unge- 
fähren) Wurzeln der Gleichung 


3 
Ve+px+g=0 
ermittelt werden. 


5. Wie lassen sich Näherungswerte für die Wurzeln 
der Gleichungen 


2 pr g— 0 
4: 
und Vetpx+g=0 
bestimmen? 
2. 


Auswertung numerischer Gleichungen nach der 
Regula falsı. 


Durch die graphische Darstellung der Funktionen wird offen- 
bar, daß zwischen zwei Werten von x, x, und x,, eine Wurzel w 
der Gleichung y=f(x)—=0 liegen muß, wenn die beiden ent- 
sprechenden Werte y, und y, entgegengesetzte Vorzeichen be- 
sitzen. Sind nun durch Aufstellung der Wertetabelle für „=f(x), 
oder durch graphische Darstellung der Funktion, zwei solcher 
Werte x, und x, gefunden, und sind für den Kurvenpunkt P die 
Abszisse <—=x,, die Ordinate y„=y,—=f(&)=-+-e, für P, aber 
c=x, und y=y,—=f(&,)—=—-b, so kann man, indem man für 
den Bogen PP, die Sehne PP, setzt, als genaueren Näherungs- 
wert x,, der wahren Wurzel w die Abszisse des Schnittpunktes 8 
der Sehne PP, mit der x-Achse berechnen (vgl. die Fig. 10). 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PFS und P,@%$ folgt, 
daSF=08$—OF=x, —x, und SG —=0G— 0$=xr,— x, 1St, 


(2, — %,):&, — 8%,) > a:b 


oder PT el) — 


Auswertung numerischer Gleichungen nach der Regula falsi. 15 


Dabei ist zu beachten, daß es sich in a und b um die ab- 
soluten Beträge der Ordinaten handelt. 

Ist nun y„=f(x) positiv, 
so liegt die Wurzel w der vor- 
gelegten Gleichung zwischen x,, 
und x,; ergibt sich aber y,, 
Efi(2,) Desatiy, 50 ist. w in 
die Grenzen x, und x, einge- 
schlossen. Die Grenzen sind 
also jedenfalls enger gezogen 
worden und lassen sich nun 
durch wiederholte Anwendung 
desselben Verfahrens beliebig Fig. 10. 
eng ziehen. 

Bemerkung: Über die Auswertung numerischer Gleichungen 
nach der Newtonschen Methode siehe Seite 59. 


Beispiel. Die Wurzeln der Gleichung 
y—a — 20 — 98 +1 —0 


sollen näherungsweise ermittelt werden. 


Die hier gegebene Funktion y=f(«) ist in Fig. 3 dargestellt 
worden. Wir erkennen sofort, daß drei reelle Wurzeln vorhanden 
sind; diese liegen zwischen 


2 x — —- 21 und u —=—20, 
CR + Liundz,-=---12, 
(2) we 2, 850nU0der, 2,95, 
Wir wollen die Wurzel x, genauer bestimmen und zunächst 
annehmen, die Wurzel liege zwischen x, —=— 2,2 und 2, — — 2,0. 
Dann folgt a=y,=f(«,)= —10,648 — 9,68-- 11-7 = — 2,328 


nf) —8—8 +10 47 —+1 
— 2,2.1— 2,0: 2,328 


d it wird — — — 2,06. 
und somit wir 2 5,3280 1 
Nun ist „„=f(&,) = — 8,7418 — 8,4872 4 10,3 +7 = + 0,0710 
positiv; die Wurzel w liegt also zwischen 
x = 2,2 und @&,—=— 2,06, 


und zwar, da f(x,)=— 2,328, f(&«,)—=-+ 0,071 ist, viel näher 
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an — 2,06 als an — 2,2. Setzen wir daher 2, —=— 2,1 und 
%,—=— 2,06, so wird 

a—= f(— 2,06) = + 0,071 

b—=f(— 2,1)= — 0,581, 


und es folgt als weiterer Näherungswert von w 


a2 1 0,071 2 DD 
A 0,652 — — 2,064, 


mit f (— 2,064) = — 0,003. 
Die Wurzel w liegt also zwischen — 2,060 und — 2,064; 
sie ist also w, = 2,06... usf. (vgl. das Resultat mit der Fig. 3). 
In gleicher Weise lassen sich die beiden anderen Wurzeln 


der gegebenen Gleichung genauer bestimmen. 
Aufgabe: Man soll die Gleichung 


x? — 22° — 5747 =0 


auf die reduzierte Form bringen und ihre Wurzeln nach 
der unter 1 gegebenen graphischen Methode bestimmen. 


Zweiter Abschnitt. 


Die Differenzialrechnung. 


Erster Teil. 


Die Differenziation von Funktionen nebst einfachen An- 
wendungen aus dem Gebiete der Mathematik. 


Vorbemerkungen. Will man in einer Rechnung einen 
gemeinen Bruch durch einen Dezimalbruch ersetzen, so stößt man 
in der Regel auf einen unendlichen (periodischen) Dezimalbruch, 
und man ist genötigt, diesen dann auf eine bestimmte Anzahl 
von Stellen abzurunden. Man ersetzt demnach den Wert des ge- 
meinen Bruches durch einen anderen, der ihm zwar nicht völlig 
gleichkommt, den man aber trotzdem anwenden darf, um ein 
für die Zwecke der Rechnung hinlänglich genaues Resultat zu 
erhalten. 

Man bezeichnet einen solchen Wert, der einem anderen aus- 
reichend nahe kommt, als einen Näherungswert des letzteren. 
So können z.B. die Dezimalbrüche 

IRRAERRN UBER IR SA 
je nach dem geforderten Grad der Genauigkeit als Näherungs- 
werte für 3 angesehen werden. Ebenso können bei numerischen 
Berechnungen die Irrationalzahlen nur durch Näherungswerte an- 


gegeben werden, z.B. 
Va 1320, 


wobei man sich mit einer bestimmten Anzahl von Stellen nach 
dem Komma wird begnügen müssen. Oder: für z setzt man 3,14 


22 5 
oder 3,1416 oder 3,14159265, ... oder m oder 113 usw. 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl. 2 
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Betrachten wir nun den Wert ; und seine Näherungswerte 
etwas genauer, so finden wir, daß sich die Werte 0,3533... um 
so näher an den Wert von #4 anschmiegen, je mehr Stellen 
nach dem Komma gesetzt werden. Bei wachsender Stellenzahl 
nähert sich also der Wert des Dezimalbruches immer mehr dem 
Werte von 4, ohne ihn jemals zu erreichen oder ihn gar über- 
steigen zu können. Die Größe 4 heißt daher der Grenzwert 
des Bruches 0,333..., wobei die Anzahl der Stellen immer als 
eine endliche angesehen werden mag. 

Besonders schöne Beispiele für unsere Betrachtungen liefern 
die Reihen. So strebt die Summe der geometrischen Reihe: 


145474 


immer mehr und mehr der Grenze 2 zu, je weiter man in der 
Summierung fortschreitet, aber die Summe erreicht diesen Wert 
niemals, solange die Anzahl der Glieder endlich ist. 


Wird der Unterschied zwischen einem angestrebten Wert 
und seinem Näherungswert so klein, daß der Fehler das Resultat 
einer Rechnung nicht mehr merklich beeinflußt, so setzen wir den 
wahren Wert (W) und den Näherungswert (N) „angenähert“ 


gleich und schreiben: 
N =2.W: 


So können wir nunmehr setzen: 


1 
3 > 0333...; 172 0,9999..., 


wobei wiederum die Anzahl der Stellen eine hinlänglich große, 
aber doch eine endliche sein soll. 

Die Grenze selbst wird erst dann erreicht, wenn die Anzahl 
der Stellen (Glieder) wirklich unendlich wird. Um auch das 
dureh eine Formel auszudrücken, schreiben wir: 


Ben Ve ai 
Da, ! 
wobei n die Anzahl der Stellen bedeuten soll. (Lies: ; gleich 
limes 0,333 für n gleich unendlich.) 

Aus dem bisher Gesagten folgt, daß man den Unterschied 
zwischen einem angestrebten Wert und seinem Näherungswert 
immer kleiner machen kann, sei es, daß man die Verkleinerung 


1. Der Differenzen- und der Differenzialquotient. 19 


in Wirklichkeit oder in Gedanken ausführt. Ist der Unterschied 
zwischen dem wahren Wert W und seinem Näherungswert unter 
jede angebbare kleine Zahl herabgesunken, so wird der Fehler 
d=W—N 

auf das Resultat der Berechnung, soweit es sich um endliche 
Größen handelt, ebenfalls ohne merklichen Einfluß bleiben müssen. 
Man bezeichnet in diesem Fall den Unterschied d als unendlich 
klein und damit d als eine „unendlich kleine Größe“. Wir können 
also eine unendlich kleine Größe auch definieren als 
eine Größe, die zu einer endlichen Größe addiert, diese 
nicht mehr nachweisbar ändert. In Formel: 


N-+drN, 
oder natürlich auch W-+-dr-W. 


1. Der Differenzen- und der Differenzialquotient. 


Ist y—f(«) 
die betrachtete Funktion, und MN (Fig. 11) ein Stück ihres „Ver- 
laufes“, so gehört zu einem bestimmten Wert «, ein bestimmter 
Wert y, (bzw. mehrere solcher 
Werte). Geben wir dem x einen ge- 
wissen Zuwachs, den wir früher be- 
reits mit Ax bezeichnet haben, so 
entspricht dem Werte &, —+ 4x ein 
neuer Wert y,+ Ay, wobei Ay, je 
nach dem Verlauf der Kurve y—=f(«), 
positiv oder negativ sein kann. 

Jeder Zuwachs Ax der un- 
abhängig Variablen x hat dem- Fie. 11. 
nach einen nach Größe und Sinn 
bestimmten Zuwachs Ay der abhängig Variablen zur 
Folge. 

Diese beiden Zuwachswerte Ax und Ay bestimmen als Katheten 
ein rechtwinkliges Dreieck PP,R, dessen Hypotenuse die Sehne 
des Kurvenbogens PP, darstellt. Der Differenzenquotient 
nr ist demnach die trigonometrische Tangente des Win- 
Kels, den die Sehne PR, mit der Richtung der positiven 

Rz 
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| Ay 

x-Achse bildet; —- 

Ax 

Lassen wir nun den Zuwachs Ax kleiner und kleiner werden, 

indem wir den Punkt Pf, dem Punkt P beständig nähern, so 

wird auch Ay immer kleiner; und beide Größen Ax und Ay 

nähern sich der Grenze 0. Gleichzeitig nähert sich auch die 

Hypotenuse PP, des rechtwinkligen Dreiecks PP,R ihrer Grenz- 
lage, der Tangente im Punkte P. 

Zum Unterschied gegen die endlichen Differenzen Ax und Ay 
bezeichnen wir die unendlich kleinen Differenzen mit dx und dy 
und nennen diese Größen Differenziale. 

Beim Übergang von den Differenzen Ax und Ay wird 


ist die Richtungsgröße der Sekante PP\. 


A > 1: 
der Differenzenquotient Tr zum Differenzialquotienten ne der 
ZB Er 


nunmehr das Steigungsmaß der Tangente im Punkt P angibt. 
Wir können also schreiben: 

dy N 

ee 

: 
wobei &« den Winkel bedeutet, den die Tangente in P mit der 
Richtung der positiven x-Achse bildet. 

Um den Übergang eines Differenzenquotienten in einen 

Differenzialquotienten durch Zeichen anzudeuten, schreiben wir: 


dy Ay 
=-zejmeo ee Ar 1 
dx dr 1) 
und lesen diese Gleichung: es wird EB zum Grenzwert von IE 
x x 


für den Fall, daß Ax unendlich klein wird. 
Der Gleichung (1) geben wir eine für die praktische An- 
wendung brauchbare Form, indem wir setzen: 


y—f(«), 
also y-+Ay=fle- 4x), 
woraus folgt Ay=f(x + Ax) — f(«), 
oder a RRSBE: ee Le 
Ax IC 


Danach wird 


day lim far A) —F(&) 
U Ax0 Aa 


l. Der Differenzen--und der Differenzialquotient. >21 

Die geometrische Bedeutung des Differenzialquotienten hat 
sich bereits oben ergeben: 

dy 

dx 

die Richtungsgröße der Tangente der durch % = f(x) bestimmten 

di 

Kurve, oder, ausführlicher: Der Differenzialquotient 

dx 

ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den die 

geometrische Tangente der Kurve y=f(x) mit der posi- 

tiven x-Achse bildet. 


Der Differenzialquotient einer Funktion y—=f(x) ist 


.. . .. day 4 i 74 
Abkürzend schreibt man für NEE auch % und ebenso f’ (x) 


If 
RE ab.ier 
da 


’ 7 d 
A) Orr 


Ausdrücklich ist zu bemerken: 

y—=f'(&) ist der Differenzialquotient von f(x) nach ds, 
| dy=f'(x)ds das Differenzial der Funktion f(x). 

Aufgaben: 


1. Man soll die Richtungsgröße y’ der Geraden y=mx—q 
bestimmen. 


Lösung: Es ist hier 


U ln), al. ma] 


Ei ar ix 
A 1 
RER [mie 4-Ax) gl — Im gl RELL.; 
21% Ax 
I 
1St, nn —M. 
- i > day 
2. Man soll den Differenzialquotienten % wen der Funk- 
tion y—=%° bestimmen. 
Lösung: Hier ist 
ER day IR (x + dx)? — x? 
Ü dx ee Ax 
oder, da 
Te ge A Ar? 
(© + 4x) u 22424 4% SA 


Ax 2; Ax 
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= y--iim 2o+4a)—2a. 
dx Azxr20 
Welches ist demnach die Richtungsgröße der Tangente von 
y=:x°’ in den Punkten —=0; x = 1? 
8. Es soll die Richtungsgröße der Tangente der Parabel 
y= 3%? im Punkte @=0 bestimmt werden. 
Lösung: Hier wird 


BEL ee (x + da)? — x? 
x RR Axzze0 Ax i 
oder, da 
EL lu ne ee 
ird I 
ie =, im (32? 4 30404 4a°)—30. 


d 
Pur — Oswirdununen 70, d.h. die Tangente der 
6 


Parabel y=x? im Punkte c=0 ist der x-Achse parallel. Da 
mit 2=0 auch y=xr°?—0 ist, folgt weiter, daß die x-Achse 
selbst Tangente der Kurve ist. 

4. Man soll die Richtungsgröße der Tangente der Kurve 


y—=®— 20 —504 7 
bestimmen. 


Lösung: Hier wird 

‚,.dy (x — Az)? — 2 (x + Ar)? — 5 (x + Ax) +7 

: ein = | Zr 

— (x? — 22° — 5x2 + a 
Ax 

Führen wir den Quotienten aus, so folgt 

3 Ac +32 4A + Ar —4Ar Aa — 24x — 5A 
2% 

—=30"—47—54(8x2—2)Ax-+AaR, 


und daher 
dy 
y — 7, im 32?— 42 —5+(32—2)Ax+A22]—=32°—42 —5. 
Axr0 


Unter welchen Winkeln schneidet die Kurve die x-Achse? 
(Man vgl. Fig. 3, beachte aber die Verkürzung.) 
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Man bestimme ferner die Differenzialquotienten y’ für 


Bay ze Resultat: Y=4xr°. 

6.y—=r—2 5 Us 2 7. 

Zr 3x2. --5 a hr. 

8. y—=3a?— 220°” +5x2—9 h y=9x°’—4xc-+5. 
ac” R 

g, Ve 2 h yY—=x°—5. 

10. y=a!-- 22° — 11 : y—4x?+4x. 


Bemerkung: Einzelne der behandelten Funktionen sind 
graphisch darzustellen, die Tangenten zu konstruieren und ihre 
Richtungsgrößen. mit den gefundenen Resultaten zu vergleichen. 


2. Die Gleichung der Kurventangente und 
Kurvennormale. 
1. Dle Gleichung einer Geraden, die durch einen gegebenen 


Punkt x,, y, geht, und deren Richtungsgröße m ist, lautet 


9 TIa 
ae 


Ist nun eine Kurve y—=f(x) gegeben, und sei Dur reit 
Punkt derselben, so ist die Richtungsgröße der Kurventangente 


daher ist die Gleichung der Kurventangente in &,, %, 


Y—Ya_ dy 
re RE 


2. Die Gleichung einer Geraden, die durch einen gegebenen 
Punkt &,, y, geht und auf einer Geraden mit der Richtungs- 
größe m senkrecht steht, ist 

as Vom EL 

IN m 
demnach ist die Gleichung der Geraden, die durch den 
Kurvenpunkt x, y, geht und auf der Tangente in x, %, 
senkrecht steht 

Y—Ya __48 


Da oc day’ 
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Diese zur 'Tangente senkrechte Gerade wird als Normale 
der Kurve bezeichnet. 


Beispiel und Aufgaben. 

1. Es sollen die Gleichungen der Tangente und der Nor- 
male der Parabel y—=%x*” im Punkte %&,, %a bestimmt werden. 

Lösung: Nach Aufgabe 2 der Seite 21 ist 


A el 


= — —2r; 
da “ 


Y 


also ist die Richtungsgröße der Kurventangente im Punkte x, Y, 


dy 
an a Lar 
Danach erhalten wir: 
als Gleichung der Tangente 
VE 
ee 


und als Gleichung der Normale 


ee FR N 


re, et 
Multipliziert man die erste Gleichung aus, und beachtet, 
daß y,=x," ist, so ergibt sich die bekannte Form der Tan- 


gentengleichung der Parabel 


YAY, 20T, 
2.—5. Man bestimme die Gleichungen der Tangente und 
Normale für die Parabeln 


2: Y m Dt 
BU ErH: 


ebenso für die Kurven: 
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3. Tangente und Subtangente; Normale und 
Subnormale. 


An eine Kurve y—=f(x) sei im Punkte P die nis ge- 
zogen, die die x-Achse in 
T schneide; ebenso sei die 
Normale errichtet, die die 
x-Achse in N schneiden 
Iore a Diez Orduinate,sı H 
des Punktes P sei mit y, 
bezeichnet. 

Man nennt dann 
Ireentrecke 

PT die Tangente (?), 
PN die Normale (1), 
FT die Subtangente (s.), 
F'N die Subnormale (s,) 
der Kurve y—=f(x) im Punkte P. 


Da die Gleichung der Tangentenlinie im Punkte x, Y.: 


Fig. 12. 


a DR, 

e—x, de’ 
die der Normalenlinie: 

le 


ist, folgt 
dy 
BER urcte > 
E® arctg 


d 
X PNF— are tg (— 2): 


Danach ergibt sich aus der Figur 


Y Y dx 
Ss — FT — —— —— ——? 
| Is PIF dy "ay' 
dx 


Sn —FN—y-tg PIN—y-7, 


wobei wir jedesmal y statt y, (und x statt «,) gesetzt haben. 
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Ebenso folgt 


= PryYı+lı ‚u Vi: N. 


und (dy\®? 
RN Vi en 
n N=y + Fr 


Nun ist, wie aus Fig.13 ersichtlich, zunächst Ax®-Ay®—=PP,* 
wobei unter PP, die Sehne des 
Kurvenbogens PP, verstanden 
ist. Gehen wir vom endlichen 
Ax zum Differenzial dx über, 
so wird Ay zu dy und die 
Sehne PP, fällt mit dem un- 
endlich kleinen Bogen PP, zu- 
sammen. DBezeichnen wir das 
Bogendifferenzial PP, (für 
Fig. 13. Axr20) mit ds, so ist de’ —- 

dy”— ds’, und unsere beiden 


letzten Gleichungen gehen über in 


day 
SE PT=yas 
ds 
n—=PNey- ER 


Beispiel und Aufgaben: 
1. Es soll Tangente und Normale, Subtangente und Subnor- 


male für die Parabel % — x” bestimmt werden. 


dı 
Lösung. Da hier nn —22 ist, folgt 
dx 
Y De) X 
s,—=—-—=—:73 oder, da y=zr* ist, = — 
ag ö nn 
3, yax—=2% „ „ „ „—2x 


t=yVi+(1:20—, Ver +1 oder = VAzsaıt 
n—=yV1-4x°, | oder n—=a?V4a?-1. 


4. Herleitung der Differenzialformeln. 237 


2. In gleicher Weise behandle man die Kurven: 
Dr 
3. y=2—1, 
4. y=a?—2c41, 
3 


3. Man konstruiere die unter 2. gegebenen Funktionen und 
vergleiche die durch die Zeichnungen gefundenen {- und n-Werte 
mit den durch die Rechnung erhaltenen. 


4. Herleitung der Differenzialformeln. 


d 
Der Differenzialquotient n stellt sich, wie die Aufgaben 


der vorigen Kapitel gelehrt haben, wiederum als eine Funktion 
der unabhängigen Variablen x dar. Man nennt die erhaltene 
neue Funktion die erste Abgeleitete oder erste Derivierte 
der ursprünglichen. 


4 _ fett) _ pn 
Ax 2 


Das durch diese Gleichung angedeutete Verfahren, das wir 
für einzelne ganze rationale Funktionen bereits angewendet haben, 
wird als Differenziation der abhängigen Variablen y 
nach der unabhängirven x bezeichnet. — 

Wird eine Funktion y=f(x) graphisch dargestellt und zu- 
gleich mit ihr auch ihre erste Derivierte, so gibt jede Ordinate 
der abgeleiteten Kurve den Wert der Richtungsgröße der 
Tangente für die Hauptkurve an; die crste derivierte Kurve kann 
daher als Richtungskurve der Hauptkurve bezeichnet werden. 
Besitzt die erste Derivierte einer Funktion selbst wieder eine erste 
Derivierte, so wird diese die zweite Abgeleitete oder zweite 
Derivierte der Grundfunktion genannt; die Ableitung der 
ZuetemsDeriviertensistsdieldritte Derivierte der Grund- 
funktion usf. 


dx Azr20 


Um die — einfache oder wiederholte — Differenziation einer 
Funktion für jeden einzelnen Fall durchführen zu können, leiten 
wir im folgenden eine Reihe von Regeln und Sätzen ab, nach 
denen wir weiterhin differenzieren werden. 
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I. Die Derivierte einer additiven Konstanten ist Null. 
Beweis: Sei 
y—fla)-+e;, 


worin c eine Konstante bedeutet, so wird 


dy _ „et ++] „feat ADd—r) 
dx Axr20 Ax Azxzr20 Ax 


—r.ke): 


Ist f(x) für alle Werte von x gleich 0, so ist auch f(x)=0, 
und es folgt 


vet 
und dy 
FF 


II. Besitzt eine Funktion einen konstanten Faktor, y—=c-f(&%), 
so ist ihre Derivierte gleich der Ableitung f’(x) von f(x), 
multipliziert mit dem konstanten Faktor; 


in Zeichen: 
d ö 
ger (x). 


Beweis: Aus y=e-[(x) folgt 


m Set A) er le ee 


Y 


d« Axzr=0 Ax Axr20 Ax 
A us 
ee... 
Azr20 4% 


II. Die Derivierte einer Summe ist gleich der Summe der 
Derivierten der Summanden. 


Beweis: Ist y—=u-v, 
wobei u=f(&x), v=o(«) ist, so wird 


‚_W_.) fet+4o)tPe@+ Ar) - Fe) PR) 
z dx er Ax 
_ m [etAD td +r@+ AD — pl) 
Axz20 Ax 


Ax) — f(x A ‚ ‚ 
oder y=w-+v. 
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Differenziation einzelner allgemeiner Funktionen. 
1k 
Die Differenziation der Funktion 
Y-%X". 
A. Es werde zunächst vorausgesetzt, nseieine ganze, 
positive Zahl. 


d Axyn — a7 
Hierswirden. — ni Bm (2 2 2 
ME A220 


oder, wenn wir setzen 
Ax—= (2 Ax) —x, 
(x — A)" — x" 
(x Ax) — ax 


Der Quotient unter dem Limes-Zeichen der rechten Seite hat 


N 


70 lim 


N 


und läßt sich demnach entwickeln in: 


die Form 
a—b 


(© + Axt (2 -- Aa)? 2... (e 4 Aa) ar? art, 
wobei die Anzahl der Glieder gleich n ist. Gehen wir nun zur 


Grenze selbst über, so verschwindet in dieser Summe das 4x, 
und wir erhalten für dieselbe 


el ee a a —- 273 ..gc2 +- en 76: gen? u gn—1 ars nr 1 h 


Es ist daher 


Sr —n:anr—1 
Aus dieser Formel folgt die Differenzialformel: 
dUzZataı Nds ne) 


DeDerzExponent in y= x. seiremespanze, negative 


Zahl. 


j 
Isten= en, 50 Be pe "en, 
RL 


Seien nun y, und y, zwei benachbarte Funktionswerte, also 
Ay=y,—Y,, und entsprechen ihnen die Werte x, und x, (also 
Ax=&, — 2), 80 ist 


Ay 1 = ) 
AS mr)? 
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| Ay Ye ie 1 
oACT BE, RG Rare 
‚ir an Ana m m 
1 
—— mi » m—2, eg eur, Be 
Mg Mm X 1% Boelr ee I ar - 
ı 2 


Wird Ax zu dx, und Ay zu dy, so wird x, —=x,, und es folgt 


nn en „Fe m am —1 —— ae I er m: m—1 


Die für positive Exponenten gefundene Differenzialformel für 
y=x" gilt also auch für negative Exponenten; die Differenziation 


1 
der Funktion y=—,. erfolgt nach derselben Weise wie y=x", 
% 
wobei nur zu beachten ist, daß hier n negativ ist. 
C. Der Exponent in y==x" sei eine gebrochene Zahl. 


1 
m = 


Ist n= —, also y„=Vx=x”, so potenzieren wir mit m 
und erhalten ey", 
Wenden wir hierauf unsere Differenzialformel (1) an, so wird 
de=my"Tiay 
dy 1 ig) 


und —— u a 
dene m y” 


1 
1 == 
Nun ist. — = n und yX—=r 350 97-277 Qaber wird 
Mm 


Anmerkung zu ©. Der Beweis gilt zunächst nur für einen 
Stammbruch n oder, was dasselbe ist, für ein ganzzahliges m. 
Ist m selbst wieder gebrochen, also etwa 
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so erhalten wir als zu differenzierende Funktion 


{2 
y—=xı 


oder, wenn wir diese Gleichung mit q potenzieren 
yl=xX#. 


Gehen wir nun zu den Differenzialen über, so wird nach 
Differenzialformel (1) 


gay dy—p-wrTi.de, 


oder 
DI See crTl.y 
LE AT en 
dy 77 De = 224 
Een R Zp I —=nr1 
dy 
na 
da 


Die für ganze, positive und negative Exponenten n 
bewiesene Formel d(x")=nax"-!dx gilt also auch für be- 
liebig gebrochene Exponenten. 


Beispiele und Aufgaben. 


Beispiele zu A. 


1. Man soll die erste Derivierte der Funktion 
y—=a®—20 —59x47 
herleiten und Funktion und Derivierte graphisch darstellen. 


Auflösung: Unter Berücksichtigung der Sätze I bis Ill 

(Seite 28) ergibt sich 
y—=3x —4x2—5. 

Die Funktion y ist die auf Seite 4 behandelte; dort ist 
ihre Wertetabelle gegeben. Für die erste Derivierte ergibt sich 
die Tabelle 

= -3|—2|-1ı| 0 |+ı 
v- +3|+15|+2|—-5|—6 


e Be nn 
Een. 4 
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Aus beiden Tabellen erhalten wir die Kurven y und y der 
\ 


Fig. 14. 


Figur 14. Für welche 
Werte der Funktion y 
schneidet die Abgeleitete 
die x-Achse? Welchen 
Wert hat dort die Rich- 
tungsgröße der Tangente 
von y=f(x)? Welches 
ist die Richtungsgröße 
der Tangente der Grund- 
kurve in & = 0777 


Sb. 3b 


Man behandle in gleicher Weise die Funktionen: 


a eh 

3. y=6r’—+ 20 —A, 

4. v—, —3@ 52410, 
3. y=r?+52°7— 122 44, 
6. y= a? — 32° --6. 


Aufgaben zu B. 


Welche Kurven entsprechen den. Runktionen 


1 1 


U 


%c Lc 


1 
U A; 


und ihren Abgeleiteten? 


Aufgaben zu Ü. 


a ER 
Die Funktionen y=Ve; y—=Ve; er 


und ihre erste Abgeleitete sollen graphisch dargestellt 


werden. 


Welches sind die Gleichungen der Tangenten und 


Normalen der Kurven: 


y—Vapa; yayaııy 2, ve 


y——; y--4Va+t2 


x 
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Wie groß sind Tangente, Normale, Subtangente und 
Subnormale bei der Parabel y=YV2px? 
3 


Differenziation der trigonometrischen Funktionen. 
A. Man soll den Differenzialquotienten 


’ 


I: #308, 
v7, 11%) 


bestimmen. 
Auflösung: Ist 
= siN:%; 
d si As) —sinx 
anieh: 2 EA 
dx Azr0 Ax 
oder, da sin«a —sinß—=2c0s zu ne 
ist 1 
1st, en . len 
— — lim 2 ——  , 
dx Axzr0 A 
3% Ax Ax 
1 cos +5) sin Z- cos +7) u 
oder “9 _]im2 — — —]im :, 
UREA, Ax Ks Ax 
EL Sn - = 


A 
Für den unendlich kleinen Winkel a fällt die Sinuslinie mit 


AR 
sin — 
dem Bogen zusammen, d.h. es wird lim —1; also folgt 
Ax Ax 
“2 9. 


dy 
ee Ö [} 
35 COSX 


Differenzialformel: dy = dsin& —= c08x0d%. 


B. Man soll 
Y=— 005% 
differenzieren. 


*) Die Winkel sind hier stets als im absoluten Maß, d. h. bezogen 
auf x als Maßzahl für den gestreckten Winkel, gegeben anzusehen. 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl. 3 
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Hier wird 
sin + = sin 4 
in|2-- — —— 
dy .. . eos(e + Ax) — 008% 2 - 
—= lim — lim | — 2: ———— 
de ua n dx Axr0 Ar 
sin 
d u lim sin (x | en x sin 
fr —— —s a nn ICH 
an da Ix F 2 Ax 
2 9 
Differenzialformel: dy = d cos x = — sinx d%. 


C. Man soll die Abgeleitete von 


Y-LIEX 
bilden. 
Es ist 
day „)„we@t4)—tg@) 
RE RE Ax 
| 1 no. 
— lim 
er lahn cos (x + Ax) cos x 
| 1 ae, | 1 sindx 
— mi —= lim .— | 
Azzol.Ax eos (ae +Ax]eosz)I (jzroleos (ce Ax)eose Ax 1 
1 
— ——1-+1tg’r. 
cos?x as 
Differenzialformel: dy — dtg x — er (1-18?) dx. 
D. Die Ableitung von y=ctgx. 
Es ist 
day __ ne (© + Ax)— etgx 
dx Ax=0 Ax 
| 1 NEE) 
— lim ER ALTE PER 
are sin (e + Jx)sin 
er 4 Sen Dr En | —1 sin dx] 
BEL, TE RE: sin(c- Ax)sin® Az | 
1 
— — — — >70). 
sin?x (1 Er eig &) 


dx 


Differenzialformel: dy—=d ctgXx = — —— 
sin“ 


— — (1-+ctg’x) da. 
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Aufgaben: 

1. Es sollen die Funktionen y=sinx und y==cosx nebst 
ihren ersten Derivierten konstruiert werden. 

2. Desgleichen y=tgx; desgleichen y=sinz — cos. 

3. Man bilde die Derivierte von y=cosx--isinx und ver- 
gleiche sie mit der Funktion selbst, 


>. 


Differenziation der logarithmischen Funktion 


Ur 1029%% 

Hier wird 
dy .. log(e + Ax) — log x | 1 ( il 
—_—] | ——] re . 
dx er Ax ee, 216 2 Fir %c 
j aa! 1 n i 
Setzen wir nun — —--, also — —=-, so wird 

xC N Aha 6 


1 = n N) 1 Sl 

— gl — J)=eI081-—-)=-1ögI1 -—-— 

Ax 08 a7 x = 8.7, rd) = 
und folglich, da mit der Grenze Axr=0 die Grenze nr00 er- 
reicht wird, 


y 1 R =1 
img it), 
Er im log In, 


d Kann 


1 n 
Es sei hier bemerkt, daß (1 +) für ein unendlich großes n 


einen bestimmten, endlichen Wert 2,718281829... annimmt, der 
mit e bezeichnet wird: 


1 n 
lim 1 4) — e— 2,718281829... 


Danach erhalten wir 
dy 1 
ee 
de & K 
oder die 
1 
'Differenzialformel: dlog x — _ :dx. 


Aufgabe: Man konstruiere die Funktion y=logx 
nebst ihrer: Derivierten. — 
Da löge=1 ist, wird die soeben erhaltene Formel einfacher 


für den Fall, daß als Basis des Logarithmensystems die Zahl 
3% 
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e—=2,718... gegeben ist. Dies System wird das natürliche 
Logarithmensystem genannt |Operationszeichen statt log (oder 
lg) ein einfaches 1 (logarithmus naturalis)]. 

Danach wird für y=Ix 


Differenzialformel: dla — = ; 


4, 
Differenziation von Produkten und Quotienten. 
A. Es soll die Funktion 


yzuv, 
in der u=f(x), !=Y(x&) ist, differenziert werden. 
Hier ist 
Win ELLE INTER 
— — [Jjm ——— 4 
dx Asze0 Ax 


Addieren wir nun im Zähler der rechten Seite die Größe 


—f@ +40) P()+r@ +40): —=0, 


so folgt 
e a +42) A 
oder ige 


Differenzialformel d (ur) = udrv —-vAau. 


Anmerkung: Ist die implizite Funktion zy==ce gegeben, 
so können wir sowohl & wie y als Funktionen einer neuen Varia- 
blen z auffassen, —=f(z) und y=»(z), und demnach auch die 
soeben erhaltene Formel auf das Produkt xy anwenden. 

Dann folgt 
d(cey)=xdy--ydx, oder, da ey==konst., also d(xy)=0 ist, 

LEN EN N dy Y 
Daraus ergibt sich dann der Differenzialquotient Re 
. Dies Resultat hätten wir auch auf anderem. Wege erreichen 


können: 


4. Herleitung der Differenzialformeln. 937 


Sasr c 
Isteryae ter cams, und.also 
4% 


Aufgaben: 1. Die Funktion xy==c, sowie ihre erste 
Abgeleitete, sollen dargestellt werden. 


Desgleichen. Der nat: 
2. y=(2?-3x)-x. 7. y=sin?’xc + cos? x. 
Bear 2). Be acer 
4. y—=(2?+3x2)(42 —5). ey —-Binxtgx. 
Be = x Ein x. 10. y=2xlog x. 
B. Ist q er | 
v 


so setzen wir y=u-v”! und differenzieren nach der unter A 
gefundenen Formel 


dy—=ud(vt)—- vridu 


—1 1 v-duw — udv 
„2 di 0005 


—un 


die Differenzialformel d ” ee Ze! 


u 
Als Differenzialquotient erhalten wir demnach aus ers 


„au „e? 
dy dx dx 
de v- 

Aufgaben: Die folgenden Funktionen nebst ihren 
ersten Abgeleiteten mögen konstruiert werden: 


2. 7Vx 
IN erre 3. „ee 
ee +5 
20 — 3 — 20° +1 
2. ee 4. we 2 zu | 


De 
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} i sin X 
5. Man solly=tg« differenzieren, indem man tg x = Pe 


6. Desgleichen y == cotg x. 


sy 
Funktionen von Funktionen. 
Ist y— Fly), 
so setze man zunächst p(x&)—=w und differenziere nun nach u 
y—f(w), 
wobei wird du — 2 70) du. 
U 
Da u=o(x) ist, wird 
d 
> A Y (x) de; 
dy d . du 
d t a dee? } 
und es folg 1 FErRAGD FE 


Beispiele: 


1. Es soll die Ableitung gebildet werden von 


y=-sin5%. 
Lösung: Wir setzen 52=u und erhalten 


zir 


d(r?— x?) 


rer 


yY=sin%, 
woraus folgt dy = cos u-du 
cos ae hrosbr de 
d 
Also ist 29 25 00h 
da 
2. Ist y—=Vr—ıoR, 
so setzen wir r?— x” ==u, also 
y= u": 
du 
j nd . —ı/ . el ee 
Dann wird day Heuss nu u nz 
en —2xde dx 
> Vr— a? Vr— a? 
d ae 
Danach ist eh N ee 
dx Vr—ı? 


oder, wenn wir bedenken, daß VYr?— x? —=y ist, 


dy ® 


ie 
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Anmerkung: Die gegebene Funktion stellt einen Kreis dar: 
a? = y—r:. 
Wir wollen nun zeigen, daß wir durch direkte Differenziation 


dieser impliziten Funktion das gleiche Resultat, das wir oben 
fanden, erhalten werden. Es muß sein: 


d(@® + y) = dl) 


N de) dly?) = 0, 
oder 2xdxe 2 ydy—0. 
Daraus folgt aber EN nn 

S 8 FERGE IF 


3. Es soll nachgewiesen werden, daß man in der 


2 2 
Gleichun re 1 denselben Differenzialquotienten 
5 a? b? 


dy 
—- erhält, wenn man einmal sofort differenziert, das 


andere Mal aber y erst explizit darstellt. 
Manfdrtterenzieresierner: 


Ay (58 To 203). J. y— 6052 x Vlog x. 


9. y—=% Vr?’—ı?. 10. y=tg3 +2 log (x’—x--2). 
AX 

6. Y=—————. x IT 

7. y=sinz-—-sin2x. 12. y=x* (siehe Anleitung). 


8. y=cosc-+ '/,sin3x. 


Anleitung zur Lösung der Aufgabe 12: Man logarithmiere 
zunächst die Gleichung und differenziere danach. 


6. 
Differenziation transzendenter Funktionen mit Hilfe 
ihrer Umkehrungen. 
A. Man soll die Ableitung von 
Ya” 
bilden. 


Wir schreiben, indem wir das natürliche Logarithmensystem' 
benutzen Merle) 
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und erhalten nun durch Differenziation 


on ladx, 

Y 

dy 5 
oder Te ER la. 


Differenzialformel da* = arladı. 


Wirdagleich der Basis des natürlichenLogarithmen- 
systems, so wird la=le=1 und folglich 

Bee 

de 


Differenzialformel de“ = ed. 


e*, 


Bemerkung 1. Die Funktion e* heißt die Exponential- 
funktion. Sie ist die einzige Funktion, deren Ableitung 
auf die Grundfunktion zurückführt. 


Bemerkung 2. Bildet man die erste Derivierte von 
Urs, 
so folgt ai: 
Die Abgeleitete von e'* ist demnach die mit © multiplizierte ur- 
sprüngliche Funktion. 

Bildet man auch die Abgeleitete von 

y=cosxc--isinx 
ab, so findet man 

y=—i(cosc+isink), 
oder ebenfalls 

gi: 

Die gefundene Übereinstimmung läßt darauf schließen, daß 
die Funktionen y=e'* und y=cosx—-isinx in einer gewissen 
Beziehung zueinander stehen, und es wird später gezeigt werden, 
daß e®— cosx -isin« ist. 

B. Die zyklometrischen Funktionen. 

1. Ist y=arcsink, 
so ist t==siny 
ünd also dx = cos ydy—=dyVi — sin?y. 
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Da aber siny=x ist, folgt für den Differenzialquotienten 


LE 
dx vr yi ge? 
Differenzialformel: d (arc sin &) = ———. 
VRRRUITEN v1— x 
2, Aus Y=arccoSsxX 
folgt x = Ccosy, 
und demnach 
de = — sin ydy—= — dy V1 — cos®’y—= — dyVi1 — x. 
Daher wird Ereprein 
dx vi 2 
: : — dx 
Differenzialformel: d (are cos&) = ———. 
BR E v1— x? 
3. Aus Yy=arctigx 
folgt e—tgY, 
dae=(i+tg’y)ay—=(l+R°)dy. 
A dy 1 
Daher ist EN m 
Differenzialformel: d (arctgx) —. * 
nzialformel: d (are HASSHFaRTSC 
4. Aus y=arccigxX 
folgt = ctgy, 
und also de —= — (1 + ctg?y) dy—= — (1—+ x?) dy, 
d 
folglich ist le are! 
dx 
? A — dx 
Differenzialformel: d (areetgx)—= . — —;: 
1 u 


5. Die Differenzialquotienten höherer Ordnung. 


Ist y=f(&) und y’=f’(x) ihre erste Derivierte, so ist, wenn 
y eine Funktion von x bleibt, „’=f”(x) die Derivierte der 
ersten Derivierten der Grundfunktion. Wir bezeichnen sie als 
zweite Abgeleitete oder zweite Derivierte von y=f(x&). 
Unter der dritten Abgeleiteten verstehen wir danach die Ab- 
geleitete y"—==f"" (x) der zweiten Derivierten, unter der vierten 
y —=f" (&)=(y")=fÜ)(x) die Abgeleitete der dritten Deri- 
vierten USW. 
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‚._dy 
dc 
der a are erster ee 


er llerrikn 


der Differenzialquotient zweiter Ordnung. Wir bezeichnen 


Nun heißt Dee 


ihn kurz durch Be, 
er: 

Aus ihm folgt als nächste Derivierte 
m_Ey 
Y eier 


d.i. der Differenzialquotient dritter Ordnung; und weiter 
ergeben sich als dieDifferenzialquotienten höhererOrdnung 


4 5 n 
yW — - yo— ll; eo vl 
Aufgaben: 
Eine gegebene Funktion samt ihren n ersten Derivierten 
soll graphisch dargestellt werden. 


Beispiel: 1. Gegeben sei die Funktion 
RAAB TE 
Nr 3a en loeanz, 
Aus ihr ergeben sich der Reihe nach: 
y =? —9x°-4232%—15, 


—=32°—187+23, 
y' —=6x2—18, 


y9 — 6, 

yO—0, 
und diese Gleichungen führen auf die Tabelle: 
© =— 2-1 | 0j+1 42143 [4445 |+ 647 
yv<=+18|+314|+ 2]-04]-2]- 4-2] #4|+ 2|4+310% 
y—--—15|—-4 |-15)| 0 143) 0|-3) 0 |+15|448 
Yan el] sl Zar 
"—..|.. |-18loı2 |-6| 0 |+6|+18 |... | 
ya... (0 eN In Eee 
yB) — verschwindet 


Daraus finden wir die Kurven der Fig. 15. 
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Welche Eigentümlichkeit zeigt die abgeleitete Kurve, wenn 
die Tangente der Grundkurve der x-Achse parallel ist? 

Wie sind die Funktionswerte y in einem solchen Punkt, ver- 
glichen mit den beiderseitigen Nachbarwerten? (Vgl. die Theorie 
der Maxima und Minima, 8. 74!) 


Kıoz1, 


2= Man kKönstruiere’y==Sinz und.y=c08s&x) mit.ihren 
ersten Derivierten. 

3eManskonsiruiere die Funktioden 
mit allen ihren Derivierten. 

4. Für y=xVr?®— x” bilde man y’ und y”. 

5. Welches sind die beiden ersten abgeleiteten Kurven 


1 
von um von y=2sinx—+-cos2x? 


Zweiter Teil. 
Benutzung des Taylorschen Satzes. 


1. Funktionen und Ersatzfunktionen. 


Bei der Behandlung verwickelterer Funktionen kam Newton 
(1643—1727) auf den Gedanken, die Funktionen wenigstens in 
dem betrachteten Funktionsbereich durch einfachere zu ersetzen, 
die in eben diesem Bereich einen mit der Grundfunktion sich 
möglichst deckenden Verlauf aufweisen müßten. Er verfuhr also 
in der Behandlung von Funktionen nicht durchaus präzis, son- 
dern in dem Sinne approximativ, in dem wir bisher wahre 
Werte durch Näherungswerte wiedergegeben haben. Der leich- 
teren Differenzierbarkeit wegen ersetzte Newton die schwer zu 
behandelnden Funktionen, auf die er stieß, durch Potenzreihen 
von x. Sein Gedankengang war ungefähr der folgende: 

Es mag eine Funktion y„=f(x) vorliegen, deren Auswertung 
auf die Punkte 1, 2, 3, 4 der Fig. 16 führen soll. Die Koordi- 
naten dieser Punkte seien aus y=f(«) als 


an: (%,%,); (25 Y5); (x, Y,) 
ermittelt. Nun war es das Bestreben Newtons, die Gleichung 
einer Parabel zu bilden, die ebenfalls durch die vier Punkte 
(1—4) hindurchgeht. Sie sollte die Form haben 


y=—u tu. 9,2°-+...., 
eine Gleichung, die durch die Koordinaten der Punkte (1—4) 
befriedigt werden muß, so daß die vier Gleichungen bestehen 


nt RL’ +.. | 
yon tmt... (1) 
nntantanitanit = 
yon, +’ +R°+. 
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In diesem Gleichungssystem (1) stellen die x, und die y, 
Konstanten dar, während die bisher unbestimmten Koeffizienten q, 
sich berechnen lassen, sofern die Reihen nach dem Gliede mit 
der vierten Unbestimmten (a,) abgebrochen werden. Sind die 
Werte von qa,, 4,, 4,, a, mit A,, A,, A,, A, gefunden, so ist 


y—=4A + 4,24 4,2” 4,0 
die Gleichung einer Parabel, die sich dem Bilde der gegebenen 
Funktion in dem betrachteten eindeutigen Intervall anschmiegt, 
jedenfalls aber durch die Punkte (1—4) hindurchgeht. In der 
Figur sei die ausgezogene Kurve das vermutliche Bild der vor- 
gelegten Funktion, die gestrichelte das Bild der Ersatzfunktion. 


Fig. 16. 


Es leuchtet nun ein, daß die Anschmiegung der Näherungs- 
parabel an das Bild der gegebenen Funktion — wiederum in 
einem bestimmten eindeutigen Intervall — immer enger ge- 
staltet werden kann, indem man die Ersatzparabel durch immer 
mehr Punkte gehen läßt, deren Koordinaten der Funktions- 
gleichung genügen. Man erhält dann ebensoviel Koeffizienten a, 
als Punkte bestimmt waren, durch die die Schmiegungsparabel 
hindurchgehen soll. Der Weg, den hier Newton einschlägt, ist 
wegen der Umständlichkeit der Berechnung der Koeffizienten- 
größen fast ungangbar. Trotzdem hat er zu einem anderen 
hinübergeführt, der uns weit müheloser und rascher zum Ziel 
gelangen läßt. 
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Es ist vorteilhaft, noch einen Augenblick auf dem Newton- 
schen Wege zu verweilen. Indem Newton aus dem System (1) 
a, eliminierte, erhielt er das neue System 


y,— ya, — 2) +00 — 2°) +0, (® a 

ya) tt)... 

nal, — 2) 0, (24° a en, 
das er durch Division der Gleichungen durch (2, — x,), bzw. 
(x, — %,), bzw. (2, — %,), in die Form überführte: 


te +2) Fa 
n at st) te? +, +9)... (2) 
tt te) 


Die linken Seiten dieser Gleichungen stellen Differenzen- 
quotienten dar, die beim Übergang zur Grenze zu den Diffe- 
renzialquotienten übergehen. Zugleich wird in der rechten Seite 
der ersten Gleichung des Systems (2) 

LE 
so daß wir setzen dürfen: 
lim ee ne 
Axr0 %y ——%, 
Wir erhalten also den Differenzialquotienten der Ersatz- 


funktion für den Wert y,' für x,. Ebenso ergeben sich aus der 
2. und 3. Gleichung des Systems (2) entsprechende Gleichungen: 


y=%+209,2%,+30,%°-+.. | 
Us 0, 2m 2 Dun ee Baer, 
y=+29,%, 430%’ .. l 
Die Elimination von a, aus den beiden ersten Gleichungen 
ergibt: 
Y —Yı =2, , u) +30 (N) ..: 
oder nach Division durch 2, — 2: 


Pine a (x, +2,). 


%, —% 
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Gehen wir auch hier zur Grenze über, so erhalten wir links 
den zweiten Differenzialquotienten, und wir gelangen weiter zum 
dritten, vierten usw., indem. wir in der Elimination der Größen 
a, weiter vorwärts schreiten. 

Aus der ganzen Betrachtung ergibt sich, daß sich die 
Größen a, schließlich selbst als Funktionen von Derivierten der 
Ersatzfunktion darstellen lassen müssen. 

Nach dieser Feststellung betreten wir den vorhin in Aus- 
sicht gestellten Weg zur einfacheren Bestimmung der Größen a, 
bzw. zur Aufstellung der Ersatzfunktion. Dieser Weg ist von 
Taylor (1685—1731) und Mac-Laurin (1698—1746) gewiesen 
worden. 


2. Die Taylorsche und die Mac-Laurinsche Reihe. 
A. Die Taylorsche Reihe. 


Es sei zunächst die ganze rationale Funktion 
yw=-/f)=u,+a,r +0,” +a,20°+...4a,2". . (0) 
gegeben. Fügen wir zu x die Größe h hinzu, so geht (1) über 
in (2): 
fe+h=a+ta(e+h)+a,(c+-h?—a,(c -h-... 
ae N 0 (2) 
oder, wenn wir die in dieser Gleichung enthaltenen Potenzen 
ausführen und nach steigenden Potenzen von h ordnen, 
fe+h)=X,+Xh+-X%,® +... .+- X, Mm! X m . (2a) 
In dieser Gleichung sind die Koeffizienten X, Funktionen von & 
und als solche näher zu bestimmen. 
Betrachten wir die Größe k als Variable, so folgt, indem 
wir zunächst A=0 setzen, 
f@)=X,, 
und damit ist bereits der Koeffizient X, der O-ten Potenz von h 
in (2a) gefunden. Differenzieren wir nun (2a) nach h, so folgt: 
ff («+h)=X,+2X,h43X,®—4X,W-+...+nX, mt, 


Fer 1:2-%,+2:3:.X,h43-4- X, +... 
— n(n—1)X,h""? 
f” (@<-+h= Brenn 


+ n(n—1) (n— 2)X,h""? 
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f9(&-+-h)— 1-2-3-4- X, —.. 
RE N 


fY (@-+h)= n!X,. 


Setzen wir in allen diesen Gleichungen A=0, so fallen auf 
der rechten Seite jedesmal die Glieder bis auf das erste weg, 
und wir erhalten: 


f(® 
ale) S18Xs oder X, Berl 
; . fi: 
fe (2) =1-2-X, „ Aa 
‚ 
aeg 5 a 
(n) x 
f® (&)—=n!Xn 5 19) 


Damit sind aber die vorhin noch unbestimmten Koeffizienten 
der Gleichung (2a) gefunden, und diese selbst geht über in 


Kae ae daran nn 
+. © 


Wir haben bis dahin die Voraussetzung gemacht, daß die 
Potenzreihe (1) endlich sei. Ist n gleich unendlich, also 


vd) tn +, +00 ..., 
so bleibt doch die Überlegung die gleiche wie oben; wir er- 
halten aber nicht eine endliche Reihe für die entwickelte Reihe 
f(x --h), sondern die unendliche 


fett @H+.... . 80) 


die wir möglicherweise unter Benutzung einer endlichen Anzahl 
von Gliedern als Ersatzfunktion von f(x -+-h) betrachten können. 
Dies wird der Fall sein, wenn von einer bestimmten Stelle ab 
die Summe. der folgenden Glieder gegen die Summe der vorher- 
gehenden so klein wird, daß sie ohne erheblichen Fehler für 
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die Rechnung vernachlässigt werden kann. Wir bezeichnen die 
Summe der Glieder, die vielleicht unberücksichtigt gelassen werden 
kann, mit Z (Restglied) und schreiben danach die Gleichung (4) 
in der Form: 


et) =r@) Hr + Hr” + 


+ (a) HR er (2) 


Die in den Formeln (3) und (4) entwickelte Reihe heißt 
die Taylorsche Reihe. 

Die Taylorsche Reihe ist demnach möglicherweise anwend- 
bar, wenn sich eine Funktion innerhalb eines bestimmten Inter- 
valles in eine Potenzreihe von x entwickeln läßt. Das ist aber 
nach den Ausführungen, die unter (I) gegeben wurden, möglich. 
Die Reihe bleibt aber selbst in diesem Falle für die Rechnung 
wertlos, wenn das Restglied die Summe der voraufgegangenen 
Glieder ändert, d.h. wenn das Restglied gegen die bezeichnete 
Summe nicht verschwindet. Ob dieses im einzelnen Fall zutrifft 
oder nicht, muß durch eine besondere Untersuchung jedesmal 
entschieden werden. 


Der binomische Lehrsatz. 
Es sei 
y-l)—ı“, 

wobei x eine positive ganze oder eine negative, oder eine ge- 
brochene Zahl darstellen mag. In jedem Fall wird sich die 
Funktion im Bild durch eine Kurve wiedergeben lassen, die wir 
in dem betrachteten Abschnitt durch eine Schmiegungsparabel 
ersetzen können; d.h. die Funktion ist näherungsweise durch 
eine Potenzreihe von x zu ersetzen. 

Geben wir dem x einen Zuwachs h, so folgt nach (3) bzw. (4) 


fe+M=(e hr =2+ = [n- 21] 4 : [nn — 1): 2" 2] 


h? er 
har [rn (na — 1) (n — 2) «"3] 4- 


n — 


Llise, nn —1)(n—2) „i5;; 
are | ar -h+ —- 1) gen m —- 3] x sm... 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2, Aufl. 4 
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Wir bringen diese Gleichung auf eine gebräuchliche Form, 
indem wir & durch a, Ah durch b ersetzen und nach L. Euler 
(1707— 1783) für 

n(n—1)(n—2).... [na — (m —1)] 
um! 


die Abkürzung (2) [lies „n über m“| gebrauchen und erhalten nun: 


+ (Far... ee 5 


In dieser Formel spricht sich der binomische Lehrsatz aus, 
der für ein beliebiges n Gültigkeit hat. Ist n eine ganze Zahl, 
so ist die Anzahl der Glieder endlich. Sie wird unendlich, wenn 
n negativ oder gebrochen ist. 

Aufgaben: 

1. Man soll 


entwickeln. 
2. Desgleichen 
a) (1-+a)-!, 
Man entwickele den Ausdruck auch durch Ausführung der 
Division in eine Reihe und vergleiche das auf diese Weise er- 
haltene Resultat mit dem ersten. 


b), re rk dl 
3. Man soll die Zinsfaktoren 
al 010 b) (1,02%; c)=(1,03)°; d) (1,04)1°; 
berechnen. 
4. Desgleichen 
a) (99,99); b).(99;98)°; SIcRRiNE 


B. Konvergenz von Reihen. 


‘Es ist auf Seite 49 darauf hingewiesen worden, daß die 
Entwicklung nach Taylor nur dann zulässig ist, wenn das Rest- 
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glied der Reihe verschwindet. Um dies zu entscheiden, bedarf 
es einer besonderen Untersuchung, die wir auf den Satz stützen: 


Eine Reihe do . dı - 42 4 
konvergiert, wenn von einer bestimmten Stelle ab 
Ay +1 
— <]1 
An = 


d. h, wenn der Quotient der absoluten Beträge eines 
Gliedes und des ihm vorangegangenen ein echter 
Bruch ist. 

Beweis: 

Wir betrachten zunächst den Fall, in dem die Reihe aus 
lauter positiven Gliedern besteht. 

Nach Voraussetzung wird für hinreichend große Werte von n 


Anne: An+1 > An-+2} Gar —Qnts, ... 


a 1 dA, 2 a, 3 
oder Hg <1ı; rn g,<1; ae ET 
Ay An-+1 An-t2 


Sei nun q der größte aller dieser Quotienten, so ist 
An+ı Im 
An+2 <gAm+1 <g°a, 
An-3 = JAn-+2 < 4’ 


und On = An+-2) Ar An+-3) iR 6% = An -- Fan g°’a, “r ... 
Die Reihe ga,+0°a,+g°a,—+ ... ist aber eine geome- 
trische Progression und, da q<{1 ist, konvergent. Also muß 


auch die Reihe 
An+i — An-+2 + An+3 — ... 


konvergent sein, und zwar stärker konvergent, als die Reihe 
gqa,n+q’a,„—+-... Besitzen nun die Glieder der Reihe verschie- 
‘ dene Vorzeichen, so lassen sich die positiven und ebenso die 
negativen für sich in je eine Reihe zusammenfassen; und jede 
dieser Reihen muß dann, da q<{1, konvergent sein, Dann ist 
die Differenz der beiden Reihen gleich der Differenz der Grenz- 
werte beider Reihen, woraus folgt, daß auch die vorliegende 
Reihe mit verschiedenen Vorzeichen konvergent ist. 


— —— 


4* 
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C. Die Mac-Laurinsche Reihe. 


Setzt man in der Taylorschen Reihe 2£=0 und betrachtet h 
als Variable, so folgt zunächst: 


I ’ h? ”„ | h° m hr 
OÖ ++ OO. ROHR, 
oder, wenn wir den Buchstaben Ah durch & ersetzen: 
=) ++ O4. +9 OW+HR. 


Die Entwicklung der Funktion f(x) in die Mae-Laurinsche 
Reihe führt ebenfalls nur dann zu einem brauchbaren Resultat, 
wenn bei hinlänglich großem n das Restglied R verschwindend 
klein wird, d.h., wenn die Reihe kKonvergiert. 


Beispiele für die Anwendung der Mac-Laurinschen Reihe. 
1. Die Sinusreihe 


2 5: 4 
x x x 
— ’ — {2 | — “7 

ol 3,00s0 7 ,sin0-... 


er 
sin 0 — f(@) — sin 0 -7,6050-—- 5 


a 
ea a a 
Nachweis der Konvergenz der Reihe: 


zen—i x? n+1 
Zwei aufeinanderfolgende Glieder sind En und 
N 


—1)! (2n +1)!" 


Aus ihnen ergibt sich für hinreichend große Werte von & 


ran) e fi = 
zart (On-1)! (2n--1)-2n 

Die Reihe ist demnach für jeden endlichen Wert von x kon- 

vergent. 


Da sich die Funktionen aller Winkel berechnen lassen, wenn 


IT ° . 
die Sinus von OÖ bis De ... bekannt sind, so können wir x 


. IT * .. . 
als zwischen den Grenzen OÖ bis m variabel betrachten. Für diese 


Werte muß aber die Reihe stark konvergieren, da x selbst ein 
echter Bruch ist. 

Anmerkung zur Berechnung. Bei der Berechnung ist 
-zu beachten, daß ® nicht in Graden, Minuten und Sekunden, 
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sondern im absoluten Maß, wieder bezogen auf x als Maßzahl 
für den gestreckten Winkel, gegeben sein muß, 

Soll z.B. der Sinus von 1° berechnet werden, so stelle 
man zunächst die Proportion auf: 


RER 
7.0. 180; 
woraus folgt 
—— —0,01745329. 
I En 0,0 


Es ist dann 


5 
ee we | en, | 
sinz—sin zo iso}! 0 :31 + 150 2 


Nimmt man nur zwei Glieder der Reihe zur Berechnung, so erhält man 
sin 1° —0,0174524, 

was bis zur letzten Stelle richtig ist. Man wird also bei kleineren 

Winkeln mit wenig Gliedern der Sinusreihe auskommen, um einen 

recht genauen Wert für den Sinus zu erhalten. 

Es sei empfohlen, die Sinuslinie graphisch darzustellen und 
in das gleiche Bild die Kurven der Näherungsfunktionen y=x; 
ai le ae ... einzuzeichnen. Man wird 
sich dann überzeugen, daß die dritte ng bereits 


Y-3i— 


verhältnismäßig gute Werte bis zur Berechnung von — 1 “ liefern wird. 


2. Die Cosinusreihe: 


En: ;e0s0+ ‚sin 0-2. 0080—. . 
„06 
= ne 4! + 
Hier wird 


z2n+2 aan 2 


nF ei enter)“ 


die Reihe ist demnach für jeden endlichen Wert von x konvergent. 
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3. Die Exponentialreihe. 
23 


e—-f-e4+ et Tet Re, 
a 
HIT H... 


(Nachweis der Konvergenz!) 


3a. Nach 3) wird 


LITT Ber: a 


iz 
Se ger sus 
EEITWLERRT, I ee En 
-(1-54+5-5: Hl Pt 
— (05% —-isin%. 
Vgl. die Bemerkung 2, Seite 40. 


4. Die Funktion «@” nach steigenden Potenzen von x zu 
entwickeln. 
Es wird 


et arat Flat lat. 


IC 962 N er 90% 
1 ylar 5, la)‘ AurT (la)? — Ar (la) +... 


5. Die logarithmische Reihe. 
1 —1 
Ietey = 17 Telosı De KOLSEr RE ATRE 
(0), 0) 08 
Demnach würden wir auf eine divergente Reihe kommen. 
Setzt man aber 


y—-l(i-+) 
so wird 
rn 
00, IE RS U ERS 
Ye Wo +37 - TE 
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Hier wird 
anti gn en x 


1 = see l, 
ni n ni 1 


wenn n hinlänglich groß und «<{1 ist, da 


lim Be 
n=Rn 1 +2 


ist. Die Reihe konvergiert also, wenn -1< x <-1. 
Um für die numerische Berechnung geeignetere Reihen zu 


erhalten, setze man in der erhaltenen Reihe x = wu wodurch wird 
a 


(+) ern 
Bu an 


2 3 4 
qQ ? Us ? 
ey 


920 "3a? Hat 


Oder: Man bilde, wie zuerst, die Reihen !(1—+ xz)und!(1— x) 
und subtrahiere die zweite von der ersten: 


ae Ze Bu Pr anna Be 1 ae SetE arte Ze . )} 


% ı! 
2 2 
Setzt man darin 2— wa so wird 1+-2 = ur = 
2 1 
1.— 2 = 2 ‚ also au — ae dadurch geht die letzte 
2y-+2 1—x Y 


Reihe über in 
(ae) 


2 2 
—2 — — - — — — —,,.]. 
ea rear | 

Wird z=1, so folgt 


1 1 } 1 
re tete tr) 
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6. Die arc tg-Reihe. 
Ist y=arctgr, 


so wird y 


1-8’ 


n — 2x 


een, 


wobei die höheren Ableitungen sich als immer verwickeltere 
Funktionen ergeben. Wir schlagen deshalb hier einen andern 
Weg ein, indem wir uns der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten bedienen. Die ersten Ableitungen von % lassen erkennen, 
daß sich aretgx nach steigenden Potenzen von x entwickeln 
läßt, weswegen wir setzen dürfen 


f@)=aretgae= X, + X +8,” +%,2°-+....() 
Nun ist 
2) a DIE BIN a Den 
und wir erhalten, wenn wir die Division 1:1-- x? ausführen: 
Kt 2%X,0° +3 X, 4X, 8° 5X, 4... =1-? + —2°4...; 
daraus folgt aber 


A, =1; %,=0; , =; X,=0; X, een 
3 5 


Setzen wir ferner in (1) <=0, so wird auch X, —0. 
Nun sind sämtliche Koeffizienten der Gleichung 1) bestimmt, 
und wir erhalten 
ten 


ge! 
17 gl Te 


eine Reihe, die im Bereich — 1<xz<{—+1 konvergiert. 


arctg X — 


Setzt man in der arc tg-Reihe ©<==1, so wird arc en: 


und es folgt die Reihe von Leibniz: 


7 IE Amer el 1 
1 8 0 pn 
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Anmerkung: Die Leibnizsche Reihe ist für die Berech- 
nung von z ziemlich unbrauchbar. Um eine geeignetere Reihe 
zu erhalten, setzen wir mit Machin 

1 1 
ir also w=arctg 5) 


wodurch wir erhalten 


© 
ee 2 Bd. ad 
a 
25 
= 
oe (2 u) 6 120 
d aldi EEE 
ar A ia, PRETEE 


144 
Demnach ist tg(4u) fast gleich 1, der Winkel 4u nur um 


einen sehr kleinen Betrag v größer als 7 Aus dieser Relation, 


TU 
ee id 
v uU 7’ 


120 
folgt tg 9% — TER TE — 
120 239 
119 
oder v—arctg or) - 
239 


Daher wird 


ER, v—4aret arct en 
ul my °\5 Te0S 939)’ 


oder, wenn wir nach (6) entwickeln: 


Ru 1 1 1 1 

a 
1 1 1 I! 
at) 


Wir erhalten wegen der Größe der Zahlen im Nenner eine 
stark konvergierende, und daher sehr brauchbare Reihe für die 
Berechnung von z. 
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1 l: 
Setzt man uU also ware (2), 
tg © } also arct es 
== — j = M — 
4 32 5 3 ’ 
1 1 
so wird tg (u-+vV)—= Br) Eat & 
u nett 
Zu 


oder = utv=aretg|> 2) + aretg ei 


Indem wir jetzt nach (6) entwickeln, folgt die Eulersche 
Reihe: 
1 1 1 


(5-55 t5 5 -+-)t- sts) 
u. 


Diese Reihe ist zur Berechnung von zz geeigneter, als die 
Leibnizsche; dagegen steht sie der Machinschen wesentlich 
nach. Wir haben sie hergeleitet, um über sie zur 

Schulzschen Reihe 
zu gelangen. Setzen wir nämlich 


1 1 
tgw=-—, also w ‚—areig(}); 


5 5 
t ar al 0, =ear (2) 
ww SO. W, —arc 3) 
1 1 
— 
’ 5 8 1 
so wird tg a ee 
| er 
58 


also ot, —aretg (4 )-+ are tg (4 )—are tg (4). 


Da wir aber bei der Herleitung der Eulerschen Reihe fanden 


IT 


1 
= are tg (2 )+are (4) 
U ML 1 Be 1 
so wird jetzt zaretg (4) — arcetg =) are tg el 
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| 


TgaTga ent 


| 


oder 


+ + 
2m se nm 
| 

u 
ae # 
+ 

a 


3. Anwendung der Taylorschen Reihe zur Aus- 
wertung numerischer Gleichungen. 


Vgl. Kapitel II, Seite 10. 

Sind in x, und x, zwei Werte der Funktion y=f(x) ge- 
funden, für die die zugehörigen 4, und %, verschiedenes Vor- 
zeichen besitzen, so ist, wenn wir den wahren Fehler von x, 
mit h bezeichnen, w=x,-+-h, und also 


fla;th) =0. 
Indem wir nun nach dem Taylorschen Satze entwickeln, 
erhalten wir 


1 \ h° mr h? Ey  & 
Ott etz ae Ku)... 


eine Gleichung, die wir nach A aufzulösen haben, um den wahren 
Wurzelwert w=2,-+-h zu finden. Da diese Gleichung in bezug 
auf A von demselben Grad ist, wie die vorgelegte Gleichung 
z= f(x), bietet sie an sich keine Vereinfachung der Lösung. 
Weil wir aber nur Näherungswerte für die Wurzel w verlangen, 
dürfen wir die Glieder mit höheren Potenzen von Ah vernach- 
lässigen und etwa setzen 


IR ee 
VE Auer} (2). 
Aus dieser Gleichung es für h: 


f (&,) i 
h=— nn kt — ‚Y 1 re). 
InzderzBbraxis DR man auch auf das Glied mit h? 
und setzt 0=fl&)+hf(&); 


woraus folgt == on. 
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Damit findet man den genaueren Wert 


a 
(®.) 
den man durch mehrfache Wiederholung derselben Methode dem 
wahren Wert w beliebig nahebringen kann. 
Diese Methode der Auswertung heißt die Newtonsche. 
Anmerkung: Die Beziehung 


UL» 

f' (®,) 
läßt sich auch auf rein geometrischem Wege leicht herleiten. 
Ist (vgl. Fig. 17) für den, einer Wurzel x, = 08 nahe benach- 
barten, Wert <,—= OF der Funk- 
tionswert PF=f(x,) gefunden, 
so wird der wahre Fehler von &, 
durch die Länge von FS darge- 
stellt. Für diese Länge läßt sich 
aber, da x, dem Wert %, mög- 
lichst nahe kommen soll und daher 
die Tangente PT mit dem Kurven- 
Fig. 17. bogen PS nahezu zusammenfallen 
muß, näherungsweise die Länge 
FT setzen. Nehmen wir an, die: Punkte T und S$ fielen zu- 

sammen, so wird der Fehler Ah 


ee 
iS PTR 
ah 

f (®) f (u) 

Hat die Kurve steigende Tendenz, oder ist in Fig. 17 selbst 
2, >%,, so wird h negativ, f’(x,) aber positiv; die Beziehung 
Be 

f (u) 


bleibt also für alle Fälle unverändert bestehen. 


a 


d. h 


h—= 


Beispiel: In dem Beispiel 
2? — 20° —5ı4+-7—=0 
auf Seite 15 war als Näherungswert von w gefunden worden 
x, — 2,06, und zwar war f(— 2,06) = 0,0710. 
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Nun ist f)=3r—-42—5, also f’(2,06)= 3.2,06°? 
—- 8,24 — 5 = 15,9708. 
N 
Danach folgt FR) — 0,0044. 


f (®,) 


Mithin erhalten wir als genaueren Näherungswert 


%, 2,06 — 0,0044 
oder > 23,0644. 
Als nächster Näherungswert würde nun folgen 
f(— 2,0644) 
ID 0614 I — 2,064436 
Fur N SET 


usf. 


4. Auswertung unbestimmter Ausdrücke von der 


Form m: —; 0:n. 


0 
1. Ausdrücke von der Form Ti 


Werden in einem Bruche ER Zähler und Nenner gleich 0, 
x 
indem man für x einen Wert a einsetzt, so erhält für 2 =a 
der Bruch den unbestimmten 


0 
Wert —. 
er 0 


Zur Auswertung des 
@Quotienten können wir zwei 
Wege einschlagen. 

a) Die Zählerfunktion F(x) 
mag zu der Kurve F' der 
Fig. 18, die Nennerfunktion 
f(x) zu der Kurve f füh- 
ren. Sie müssen sich dann, 
da beide Funktionen für 
x —=a den Wert O erreichen, 
auf der x-Achse im Punkte W 
x —= a schneiden. Betrach- 
ten wir statt des Quotienten 


ka) 


fe) mit 2£==a den Wert des 
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Quotienten mit 2=a--Aa, so wird, wenn OW’=a--Aa ist 
(vgl. die Figur 18), 
F(a+ da) AW' 
f(a+4Aa) BW' 
und demnach | 
Fe) m ar AO 
f(a) rar HemobN 
Nun ist 
AW'’ AW'’ BW’ 
Bw ww ww m:lgc, 
wobei «, den Winkel AWW’ und «, den Winkel BWW’ be- 
deutet. Beim Übergang zur Grenze werden die Hypotenusen 
der rechtwinkligen Dreiecke AWW’ und BWW’ zu Tangenten der 
Kurven im Punkte W.. Es wird daher nach Gleichung (1): 


Se 
fo Fa) 


dem a den kleinen Zuwachs Ja, so wird 


F(a) 
f (a) 
F(a) oe F(a—- Aa) 
f(a) dar0 f(a-+- Aa) 


ein Grenzwert, den wir mit @ bezeichnen wollen. Nach dem 
Taylorschen Satze wird dann 


FW+r(W+. er 
G=lm en m 


rk or 


oder, da F(a)—=f(a)—=0 und daher der Quotient der rechten Seite 
sich durch Aa heben läßt, 


Oje 

m TE 0 
a ee 

Der Grenzwert G = lim 2) En 


0 Pe) 7 0 


wird also gefunden, indem man Zähler und Nenner einzeln diffe- 
renziert und den Quotienten der Ableitungen bildet. 


b) Geben wir iin 
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Werden für a auch beide Derivierten F'(&) und f’(«) 
zugleich gleich O0, so läßt sich der Quotient unter dem Grenz- 


A 
zeichen in Gleichung (1) durch En heben, und wir erhalten: 


F’ (a) = Fr)... 


Be ee rn see A, 
ar „ A [Add « 
oo 


Verschwinden für —=a auch F”(a) und f”(a), so findet man 
unter Berücksichtigung des nächsten Gliedes der Taylorschen Reihe 


Fr 
en 
(a) 
usf. 
F 
Um also einen Ausdruck = auszuwerten, differen- 


ziert man Zähler und Nenner einzeln so oft, bis die nten Ab- 
leitungen nicht mehr beide verschwinden. Der Quotient dieser 
Ableitungen ist der gesuchte Wert @. 


Beispiel und Aufgaben. 
c0S X — e* 


1) Welches ist der Wert von rn: für 2—=0? 
Auflösung: Für <=0 wird 
COS x — e® 0 
Sin re Wr 
Es ist aber 
Biel... N 
a ra, See 
c=0 


Anmerkung: Man löse die Aufgabe auch durch Entwick- 
lung der einzelnen Funktionen (im Zähler und Nenner) in Reihen. 
Man bestimme ferner den Wert von: 


x® — 25 —x2—6 
2 =—— ® De . u ra Rh, 
)Y —8x7—+15’ Kl 3) 3 —9 ’ Be 
ee —1 5 827 —2x2 —1 
4 Be hd r —— . 8) 
I eg u) Kerry ee 
x? — 92°? + 24x — 16 
6 fee ee ESSEN | Pe | 
)y > —62°-4102—8 ’ RE: 


64 Zweiter Abschnitt. Die Diiferenzialrechnung. 


2 ek 
DE Pe 
a3 —2 
e® —1 e®—1 
SZ : Ez | ) a BEFE [20]. 


Ak er 
6-1Y14+2-4sin22—a? 


12) ye — ie 
ve 1—+e*"—2cosr—aretgx’ el 
i Er 
sin 23 
= re ar Ks 


2. Ausdrücke von der Form $, 


Werden für einen bestimmten Wert £=a zwei Funktionen 
F(x) und f(x) zugleich unendlich groß, so ist 
vi 
lim I 
en 8 


} Nr 
zunächst unbestimmt. Schreiben wir den Quotienten “ ) aber 


y 
in der Form ; ‚so kann 
f(x) F(®) 
Bl 
Re 
BERrE aa 1 
Fe) 


0 
nach der unter (1) gegebenen Weise als Ausdruck © bestimmt 


werden. 
Es ist dann 


—f@) 
Rkee, LESS FAR) . f(®) 
ER ae 7. 1oje Eee en, 
Fa)? 
Diese Gleichung läßt sich unter der Voraussetzung, daß der 
Grenzwert @ von O verschieden ist, durch @? heben, wodurch 
wir erhalten 
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Erz) 

@G Dun F’(x)' 
oder | a: F’(«) 
A 


00 : 
Die Auswertung der Ausdrücke von der Form 5 geschieht 


0 
also auf demselben Wege, wie die der Ausdrücke von der Form 0° 


Beispiele und Aufgaben: 

1. Man soll den Wert von 
IR Loc 
eotg& 


für c=0 bestimmen. 


Auflösung. Hier ist F(x)=Ix und f(x) = cotg x; also wird 


G= lim —-— 2 —= lim ———— =]Jlim ———=-., 
c=0 fl) ) Zee % 
sin?x 
Indem wir nun weiter nach (1) auswerten, folgt 


— sin?z —2sinreosz 0 
@G = lim — —— = Jim —— 7 ee —Q, 
T 1 1 


2. Man soll den Grenzwert von 
= 
14 


Auflösung: Nach dem binomischen, bzw. dem Taylorschen 
Satze wird 


een, 


worin alle Glieder der rechten Seite (mit Ausnahme des ersten) für 


für 2 —= oo ermitteln. 


n — 0% die Form z erhalten. Betrachten wir n als Variable, so folgt 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl. 


on 
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az .._.m—n . 2»n»—1 2 
lim |=-)—-=lim — —liim —  — —-— 


1 
n2 In? An 4: 9° 


Danach wird 
4 6 1) N 1 1 1 1 
ee ee 


—1+1-+0,5- 0,1666... 0,04166.. +... 


= 21 1SE (= 2,118281829...). 
t l 
Bi ee 2-2]. A 2 rel. 
tg3x 2 z 
tg\|ce + — 
2 
2 2 cotg 2x a 
9. Y gu} | — 001» otge’ Bea! 
cotg x % 
ya, | 7] RT 
I SV zu 
le 2 a (1 2,2 
d. VE sl Kuh 3 Beet 
3. Ausdrücke von der Form 0-.&. 
Ist für einen Wert z=a 
ia) 0rand (a 
so ist F(a)-f(a)=0:% 


ein unbestimmter Ausdruck. 


Schreiben wir das Produkt F(x)f(x) in der Form 


Far I, 
f 76 
so ist Ge lim Haid in zn 
ä @ 


nach (1) auswertbar. 
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Beispiele und Aufgaben. 


1. Es soll der Wert von (cosx& — e*) cotgx für x —=0 
bestimmt werden. 


Lösung: Wir setzen 


COS2 — e& 0) 
(cos 2 — e*) cotg x — pen (für #0) 
und erhalten so 
sin x — e® — 1 
G=] —— —— 1 
FE 1 —r 1 
cos? x 


1 
2° y=log ae 0 


3. y=logr-tg & 2); Kl) 


4, 9 —(2 —A4):cotg (zn); | e—2] 


Dal » : 
3 Pas sin 


6. y—=cotg (x — a)-arcsin — Ber 


5. Theorie der Maxima und Minima. 


Indem wir den Verlauf einer Kurve y=f(x) betrachten, er- 
kennen wir, daß überall da, wo die Kurve bei wachsen- 


d 
dem x steigt, der Richtungskoeffizient ne der Kurven- 
Me Eu nel 
tangente positiv sein muß, weil e=aretg, spitz ist. Um- 


d 
gekehrt, ist Fr für einen Kurvenpunkt positiv, so steigt 
in ihm die Kurve und mit ihr der Funktionswert y. 

dy 


Fällt aber bei wachsendem x die Kurve, so ist En 


d 
negativ, da «=arc 187 stumpf ist, und umgekehrt muß eine 


5% 
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Kurve, und mit ihr der Funktionswert y fallen, sobald 
ay 
—— negativ wird. 
dx 5 
CHEF 
Liefert nun die erste Derivierte ER für zwei Kurvenpunkte z, 
und x, Werte mit verschiedenen Vorzeichen, so muß zwischen 


d 
x, und x, ein Wert ,, liegen, für den Fr aus dem Negativen 


d 
ins Positive übergeht, d.h. in dem 0 ist. War a zer 


d d 
und war für x, > 0, für x, aber Pr <_0, so geht die Kurve 


aus einem steigenden Teil in einen fallenden über; die Funktion 


hat also in x, einen größten Wert, ein Maximum. War aber 
d d 
% <x, und war für x, 0, für x, aber > O0, so besitzt 


die Funktion in &,, einen kleinsten Wert, ein Minimum. 
Da nun ein Maximum oder Minimum der Funktion nur dann 


d AERLE EE 
eintreten kann, wenn Er aus einem positiven In einen negativen, 
x 


bzw. von einem negativen in einen positiven Wert übergeht, so 
folgt, daß in jedem Punkt der Kurve, in dem die Funktion 
y=f(x) ein Maximum oder Minimum besitzt, 


EU 


N. 


5. Theorie der Maxima und Minima. 69 


sein muß. Die Tangenten in den Punkten M, und M, der Fig. 19 
sind also der &-Achse parallel. 

Die Fig. 19 lehrt nun, daß die Bedingung 0 nicht 
durchaus auf ein Maximum oder Minimum der Figur führen 
muß: Während in den Punkten M, und M,, für die Yo ist, 


tatsächlich ein Maximum, bzw. ein Minimum liegt, steigt von 
M, aus mit wachsendem x der Funktionswert beständig bis 


d 
zum Punkt W, für den wiederum 0 ist; und dennoch 


liegt in W kein Maximum, da auch die ferneren Funktionswerte 
day 
dx 
handensein eines Maximums oder Minimums notwendig, aber 
nicht hinreichend. 


weiter steigen. Die Bedingung —( ist danach für das Vor- 


Fig. 20. 


Nun kann in M, (vgl. Fig. 20) nur dann ein Maximum der 
Funktion „—=f(x) vorhanden sein, wenn für hinreichend kleine 
Werte von Ax ist 

f(«)>f(x + Ax) und zugleich f(x) > f(x — 4x); 
dagegen ist ein Minimum vorhanden, wenn 

f(x) <f(2-+Ax) und zugleich f(x) < f(x — Ax) 
ist. Oder: 

es ist ein Maximum vorhanden, wenn 


f(e + Az) — f(x) und auch f(x — Ax)— f(x) negativ ist; 
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dagegen ein Minimum, wenn 
f(x + Az) — f(x) und zugleich f(e — dx)— f(x) positiv. 

Haben dagegen f(x Ax)— f(x) und f(x — Ax)— f(x) ver- 
schiedene Vorzeichen, so liegt in dem betreffenden Punkt weder 
ein Maximum noch ein Minimum. 

Entwickeln wir nun f(x +4Ax) nach der Taylorschen Reihe 
und setzen das erste Glied der rechten Seite auf die linke hin- 
über, so folgt 


fa+ 4) = ra) + ta + Er” 


a: 


f A u, RED, ) 
f@- A) @-- ta + t@-57,@ 
+ pa)... 


d 
oder, da für ein Maximum oder Minimum Er —r h —=( sein muß, 


a4) It +). 


PER ACT ACH EIOwiE ) 
oo) a 
Ah u ae a 44a ee - Ba) 


Die Vorzeichen dieser Größen sind von dem Klammerausdruck 


oe 
Ben Ip EEE SEE FL EN Ey EL 


abhängig. Ist derselbe negativ, so liegt in dem betreffenden 
Punkt ein Maximum; ist er aber positiv, so liegt ein Minimum vor. 

Nun läßt sich dx beliebig klein machen, so daß bereits das 
zweite Glied als gegen das erste verschwindend betrachtet werden 
darf (vgl. Anmerkung 1): das Vorzeichen der Klammergröße ist 
dann durch dasjenige von f” (&) bestimmt, Danach erhalten wir 
das Resultat: 
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Wird für einen Wert z=a der erste Differenzial- 


quotient Yo, so liegt .in dem betreffenden Punkt 


ein Maximum, wenn der zweite Differenzialquotient 
d’y 
da? 
z—=a als positiv, so ist im Punkte x=a ein Minimum 
der Funktion vorhanden. 


—yr”(x) für a negativ wird. Ergibt sich aberf” (x) für 


Anmerkung 1. Um zu zeigen, daß in 
f@+ 4) +... 


Asce so klein genommen werden kann, daß das Vorzeichen von f’ (x) für das 
der ganzen rechten Seite bestimmend wird, gehen wir zunächst von der Be- 
dingung aus, daß 


aD. 


werden soll, und setzen voraus, daß diese Ungleichheit bestehen bleiben soll, 
wenn jede Derivierte f(x) durch diejenige aller Abgeleiteten ersetzt wird, 
deren Wert der höchste von allen Derivierten ist. Das sei f!9 (x). Danach 
soll auch die BER bestehen 


af > te + re + ea) .. 


AD aA Ar 
oder Kraskeke + 5] 41 A 


| 


Nun ist die rechte Seite offenbar weit kleiner, als der Ausdruck 
fe (@) [A -+Ax® + Art ...], 
für den wir, da Ax auf jeden Fall ein echter Bruch ist, (nach der Summen- 
formel für unendliche geometrische Reihen mit einem Quotienten q< |) 
setzen können 
Ax2 a 
(a) 
DR n — Az 
Es muß daher das Ax der gestellten Bedingung erst recht genügen, 
wenn 
A 
(a) rei IRRE): 
Asf (a) > fol) 
ist. Aus dieser Ungleichheit folgt aber 
f&) 
KoRuce) 
als ein Wert, für den das Vorzeichen des Gliedes Axf’ (x) dasjenige der ganzen 
rechten Seite der Gleichung für f(« + Az) — f(x) bestimmt. 
Anmerkung 2. Ist für e—=a sowohl f(x)—=0, wie auch f” (x) = 0, 
so kann die Funktion immer noch ein Maximum oder Minimum in x a be- 
sitzen. Es gehen dann unsere Gleichungen über in 


ya 
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fat 4) = mat ma... 


fe 49-4 ro... 


deren Vorzeichen lediglich von denen der Derivierten abhängen. Vernachlässigen 
wir das Glied mit Ax* gegen das mit Ax?, so ergeben sich stets 


fa+ 1) 1” @) 


und R 
ft 4) -f@=-- Ef" @ 


mit verschiedenen Vorzeichen; es kann also weder ein Maximum, noch ein 
Minimum eintreten. Wird aber auch f’””(x)=0, so besitzt die Funktion 
y—=f(z)inz—=a ein Maximum, wenn f®(a)negativ ist, und ein Mini- 
mum, wenn f®(a) positiv ist. 

Wird auch f® (x) für —=0 zu Null, so sind die nächsten Ableitungen 
auf ihr Vorzeichen hin zu prüfen. 

Danach erhalten wir die allgemeine Regel: 

Um die Werte von x zu bestimmen, für die /(x) ein Maximum 
oder Minimum wird, bestimme man die Werte z=a, für die 


R 
EN wird. 


Ist nun f® (x) die erste Ableitung, die nicht für z=a ver- 
schwindet, so ist yein Maximum, wennn gerade und f* (a) negativ 
ist. Dagegen ist y ein Minimum, wennn gerade und /* (a) positiv 
ist. Ist dagegen n ungerade, so tritt weder ein Maximum, noch 
ein Minimum ein. 


Die Wendepunkte der Kurven. 


Ist aus „"—=0 für x der Wert a gefunden, und wird für 
ihn f”(z2)=0, während fÜ”(xz) von O verschieden ist, so wird 
entweder f(x + Az) — f(x) positiv und f(x — Az) — f(x) negativ, 
oder f(x + Az) — f(x) negativ und fe — Ax)— f(x) positiv. 
Wir haben es dann offenbar in z=a mit einem Punkt zu tun, 
der die Eigenschaft des Punktes W der Fig. 19 hinsichtlich der 
Funktion y=f(x) besitzt. 

Ein solcher Punkt wird ein Wendepunkt der Kurve genannt. 
Ist, vgl. Fig. 21a, bei y=0 

f(x — dx) — f(x) negativ 
und f(e-+Ax)— f(x) positiv, 
so nehmen mit fortschreitendem x die (positiven) Richtungs- 
größen der Kurven beständig ab, bis sie in W den Wert O er- 
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reichen. Sobald der Berührungspunkt den Punkt W überschreitet, 
nehmen jedoch die Richtungsgrößen von neuem wieder zu, indem 
sie im Positiven wieder emporsteigen. Dem Punkte W der Kurve 
y==f(x) entspricht also ein Minimum ihrer ersten Abgeleiteten 
YV—f'(@). 
Ist aber, Fig. 21b, 
f(x — Ax) — f(x) positiv 
und f(x + Ax) — f(x) negativ, 


so nehmen bei vorwärtsschreitendem x die (negativen) Richtungs- 
größen der Tangenten bis zum Punkte W zu, wo sie den Wert O 
erreichen. Indem aber der Berührungspunkt den Punkt W über- 


Fig. 21a. Fig. 21b. 


schreitet, sinken die Richtungsgrößen wieder ins Negative hinab: 
Dem Punkte W der Kurve y=f(x) entspricht also ein Maximum 
der abgeleiteten Kurve y —=f’(x). (Vgl. auch Fig. 14 u. 15.) 

In Fig. 21a ist die Kurve (man verfolge sie im Sinne des 
vorwärtsschreitenden x) bis zum Punkte W rechts gekrümmt, 
von W ab dagegen links; in Fig. 21b geht die Kurve in W aus 
linksseitiger Krümmung in rechtsseitige über. In jedem Wende- 
punkte ändert die Kurve den Sinn ihrer Krümmung. Die Folge 
dieser Kurvenwendung ist die, daß die Tangente im Wende- 
punkte die Kurve selbst durchdringt. 

Während ein Maximum oder Minimum an die Bedingung 


1 d 
—0 gebunden ist, kann für einen Wendepunkt auch er <0 
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d 
sein; für ihn gilt nur, daß ein Maximum oder Minimum 
werden muß. Nur dann kann daher die Gleichung y=0 auf 
einen Wendepunkt führen, wenn der Nullwert von y'’ zugleich 
ein Maximal- oder Minimalwert aller nur vorkommenden Werte 


d 
von =; ist. 


Beispiele. 
Vorbemerkung: Besitzt eine Funktion einen konstanten 

Faktor 

UZZRCH f(«) ’ 
so besitzt sie für dieselben Werte von x Maxima, Minima oder 
Wendepunkte, für welche die Funktion 

y—f(«) 
Maxima, Minima oder Wendepunkte besitzt. (Denn der Faktor c 


bewirkt nur eine Verkürzung oder Streckung der Kurve im Sinne 
der Ordinaten.) 


A. Maxima, Minima und Wendepunkte gegebener 
Funktionen. 


1. Gegeben sei die ganze rationale Funktion 
963 
Ya 330455 + 10. 


Es sollen die Werte von & gefunden werden, für welche die 
Kurve y=f(x) ein Maximum, ein Minimum oder einen Wende- 
punkt besitzt. (Vgl. die Figur 22.) 


Auflösung: Es wird: 
yY—=n"—6ı-+5, 


y' —22—6, 

y" en 2 

y® —s; 0. 
Aus Y —=0 ergeben sich die Werte = 1 und 2—=-+5. 
Für =+1 wird y"=--4, also negativ: 


dem Werte &—=--1 entspricht ein Maximum der Funktion. 
Für =+5 wird y’=--4, also positiv: 
dem» Werte 2 5 NEAR ein Minimum der Funktion. 
Ein Wendepunkt mit Y —=0 ist nicht vorhanden. 
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Es folgt aber aus yY" =22—6=0 der Wert 23, für 
den %” positiv bleibt: die erste abgeleitete Kurve besitzt also in 
x—--3 ein Minimum, die Kurve y=f(x) selbst in diesem 
Punkt demnach einen Wendepunkt. 

Welches ist die Richtungsgröße der Wendetangente? 


2. Gegeben ist die transzendente Funktion 
y = sin%. 
Gesucht sind die Maxima, Minima und Wendepunkte der Kurve. 


Auflösung: Hier wird: 
' 


y cost, 
y =—sinz, 
Y —— cost. 


Aus  —0 folst => tan. 


Ist n eine gerade Zahl, so wird y” für alle Werte Era NT 


negativ (—1). Die Funktion besitzt also Maxima in den Punkten: 


TU Tr 
me on ce 2 a 25 "RER 
st a 1 RR 
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Ist dagegen n ungerade, so wird y” für alle Werte 


5 —- nr positiv (+1). Die Funktion besitzt also für die Werte 


Sta; un Minima. 


Fig. 28. 


Ein Wendepunkt mit yY=0 ist demnach nicht vor- 
handen. Es folgt aber aus y’—=0 der Wert z=nz, für den 
yY —=+1 wird. Demnach sind die Punkte x 0.9. 
x=2n;... Wendepunkte. Welches ist die Richtungsgröße 


der Wendetangente? 


B. Eingekleidete Aufgaben. 

3. In welcher Weise ändert sich der Inhalt eines Sehnen- 
rechtecks im Kreis, wenn man die (zu den Achsen des Koordi- 
natensystems parallelen) Sei- 
ten variiert? 

Auflösung: Es sei in 
nebenstehender Figur ABCD 
das halbe Rechteck und OA=z, 
also hA=4AB—= + YVr? — a2. 
Mithin ist der Inhalt 

J=4s2(+Vr’— 2), 
oder, wenn wir zunächst vom 
doppelten Vorzeichen der Wurzel 
absehen, 

— 42 Vr?’ — x. 

Diese Funktion erreicht ihr 

Maximum bzw. Minimum für dieselben Werte wie die Funktion 


Fio. 24a. 


y=xVr? — x?, 
die wir demnach weiter behandeln. 
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Es wird 


Setzen wir den positiven dieser Werte in y’"—=f”(x) ein, 
Bostolsy = 0rd.h,, EI 
die Funktion y=f(x) [und daher auch J=4xVr?—a?] ist 


er ö 
für :—V2 ein Maximum; 


setzen wir aber :——.Y2 mau ft) eins soswirdey 0, 


dah:;, die Fläche des Rechtecks ist ein Minimum. 


Der Funktionswert y„=xzYVr?— x? variiert demnach (vgl. 
auch die Fig. 24b) zwischen den Grenzen 


y—=4rVr? — ®—--2r? für :—=+>YV2 
und 
y=4.V? — ?— — 27? für ı=— v2, 


die wir auch für den In- 
halt des Rechtecks ABCD 
deuten können, wenn wir 
das Produkt AB-AD po- 
sitiv oder negativ setzen, 
wie es die Bewertung der 
Faktorstrecken im Koor- 
dinatensystem erfordern 
würde. Sehen wir aber von 
der Unterscheidung der ne- 
gativen von den positiven 
Flächen ab, so kommt für 
die Lösung der Aufgabe 
nur der erste Quadrant der 
Kurve 24b in Betracht: 
die Fläche AB- AD ver- Fie. 24b. 
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schwindet für £==r und für 2 =0 und bekommt für «= V2 
ihren größten Wert. 


4. Die Aufgabe (vgl. Fig. 25): 

Aus vier gleichen Brettern soll eine Rinne zusammenge- 
fügt werden, die möglichst viel Wasser faßt. Die beiden Seiten- 
bretter stehen lotrecht. Welchen Winkel bilden die beiden 
andern miteinander? -— 


Fig. 25. 


führt auf die transzendente Funktion 


®. . . f' . 
y—2?2sinx + sinxcos®—2sina- „sind x, 


deren Kurve auf Maxima, Minima und Wendepunkte untersucht 
werden soll. 
Auflösung: Hier wird 
y —2c0s2 0082 2—2co®x-2cose —1; 
y""— — 2sine—2sin22——2(142cos2)V1— cos’ 
"— — 20082 —4cos2? 2— — 2(4 cos’x + 0082 — 2). 
Aus yY—=0 folgt 


= (tV3—1), 


oder cos 2, —=0,366 und cos x, — — 1,366. 
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Der letztere Wert fällt weg, da der Kosinus eines Winkels 
an die Grenzen —1 und — 1 gebunden ist; aus dem ersteren 
aber ergeben sich die beiden Winkel 

2 1470008 0,300 6831.51 
lg — 360° — (68° 31’ 51”). 

Für den spitzen Winkel x, wird y” negativ; für ihn besitzt 
die Funktion ein Maximum. Zugleich faßt die Rinne bei einer 
Neigung (der unteren Bretter) von 2«—=137° 3’ 42” die größte 
Wassermenge. 

Für den überstumpfen Winkel «, wird der Sinus V1 — cos’x 
negativ, daher y” selbst positiv. Für «, wird also die Funktion zu 
einem Minimum. Da dabei die Bretter um 2-[360° — (68° 31’ 51”)] 
gegeneinander geneigt sein müßten, hat dieses Minimum für die 
Aufgabe über die von der Rinne gefaßte Wassermenge keine 
Bedeutung. — 

Um die möglichen Wendepunkte der Kurve zu erhalten, 
setzen wir 


yY—=—2(sine-sin22)=—2sinz(1+2cos2)—=0. 
Daraus folgt 
1) sin). 

oder Bali 27 


Jeder der drei Werte macht y”’ zu einer positiven Größe, 
so daß die erste derivierte Kurve in £=0, zn, 2rn Maxima be- 
sitzen muß. 

Der zweite Faktor in y”—0 liefert 


2) 1-+2cos2—=0, 
1 
oder RUE RI 
COSX 5° 
5 2 4 
d.h. es ist at oder 3 


Man überzeugt sich leicht durch Einsetzen in y”’, daß die erste 


Do; 2 4 N ? 
derivierte Kurve für Det und = rel, Minima besitzt. 


I 
Die Kurve == 2sin © 7 55in?z 
besitzt demnach ein Maximum M,, ein Minimum M, und fünf 


2 
Wendepunkte (für 2—0, ac Zu 5x, 2), von denen in der 


. 
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Figur nur die drei mittleren durch Buchstaben hervorgehoben 
worden sind. 


Aufgaben aus der Physik. (Reflexion und Brechung.) 

Vorbemerkung: Ein Lichtstrahl, der von einem Punkte A 
nach einem anderen B gelangen soll, wählt stets den Weg, auf 
dem er am schnellsten zum Ziele Kommt; die vom Licht auf den 
Weg verwendete Zeit ist also ein Minimum. 


Aufgabe 5. Ein Lichtstrahl aus A wird von einer spiegeln- 
den Fläche MN nach B hin reflektiert. Welche Beziehung 
herrscht zwischen dem Einfallswinkell AR L=a und dem 
Reflexionswinkel BR L=P? 

Auflösung: Es sei die 
Geschwindigkeit des Lichts c, 
und AF | RL || BG__MN, 

B ferner AF—=a, BG—=b, FG 
Id MR re ehloERG 
'N d— x. Dann ist 


F R G AR—Va?- x? und 
RBB1y La =}, 


und es folgt für die Zeit, die der Strahl auf den Weg ARB 
verwendet, 


1 SL NINEN 2 
= — (Ver + V®(d— 2). 
Danach haben wir die Funktion 


y-Vetz+ vr Fa} 


zu untersuchen. Für sie wird 


J— ER d—x A 
Vet vVe-{(d— x) 
und 
" a? | b? 
el ori ereRige Merseee FE EN TEE EEE 
(+2) Vet [+ (— a] V® (d— 2) 
D 
s BE a; zesin HA ==en [D4 
Va?122 
d— x i 
und -—=sinRB@G=sin 
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ist, folgt aus „7 —==0 die Relation 
sina= sin ß 
oder, da « und ß beide spitz sein müssen, @&—=Pß; d.h. der 
Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel. — Es 
bleibt noch zu untersuchen, ob für diese Relation die Zeit £ wirk- 
lich ein Minimum wird. 
Berücksichtigt man die Ähnlichkeit der Dreiecke AFR und 

BGR, so findet man leicht die Beziehungen 

ad ad 
a—b  a+tb 


Führen wir diese Werte in y’—=f”(x) ein, so folgt 


und d— x 


y" — Sa oT a eh 
+) +). 
Nun ist | 
Ve+ =) =VEFF—AR 


2 
Vr+( 2) -veF@=sr—BR 
wobei wir gezwungen sind, AR und BR positiv zu nehmen; 
damit wird aber auch %” positiv. 

Die für den Weg ARB gebrauchte Zeit ist also in der Tat 
ein Minimum. 

Anmerkung: Die Aufgabe löst zugleich die andre: Einen 
Punkt R der Geraden MN zu bestimmen, so daß AR+-BR 
möglichst Klein wird, eine Aufgabe, die sich rein geometrisch 
mit sehr einfachen Mitteln lösen läßt. | 

6. Man löse in gleicher Weise wie (5) die Aufgabe: 

Die Geschwindigkeit des Lichts in einem Medium I 
seic,, die in einem Medium II aber c,. Welche Beziehung 
muß zwischen dem Einfallswinkel « und dem Brechungs- 
winkel ß bestehen, wenn der Strahl von einem Punkt 
Azınel zu einem Punkt Bin»ll gelangen”soll? 


Weitere Übungsaufgaben. 


7. Ein leuchtender Punkt bewegt sich auf einer Geraden, 
die zu einer Ebene senkrecht steht. Wie hoch muß er sich über 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl, 6 
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der Ebene befinden, damit ein bestimmtes Flächenstück der- 
selben am stärksten beleuchtet, wird? (Hängelampe über dem 
Lesetisch.) 

8. Man schneide aus einem zylindrischen Baumstamm den 
Balken größter Tragfähigkeit aus, wenn die Tragfähigkeit parallelo- 
pipedischer Balken dem Produkte aus ihrer Breite und dem 
Quadrate ihrer Höhe proportional ist. 

9. Auf der Achse einer Parabel „P—=2px ist ein Punkt P 
durch seinen Abstand vom Scheitel bestimmt. Man ziehe zwischen 
Scheitel und Punkt P eine zur Achse senkrechte Sehne BC so, 
daß der Inhalt des Dreiecks BCP ein Maximum wird. 

10. Auf der Verlängerung der Seite AB und auf der Seite 
AD des Rechtecks ABCD sollen zwei Punkte B, und D, be- 
stimmt werden, die mit dem Eckpunkt C auf einer Geraden 
liegen; dabei soll das Dreieck AB,D, den kleinsten Flächen- 
inhalt besitzen. 

11. Von einem Dreiecke sind Grundlinie g und Höhe h be- 
kannt. Man soll über der Grundlinie ein Rechteck zeichnen, dessen 
obere Ecken in die Dreiecksseiten fallen, und untersuchen, wie 
sich bei Variation der Höhe dieses Rechtecks der Inhalt ändert. 

12. Von einem ebenen Dreieck ist eine Seite und die Summe 
der beiden anderen Seiten gegeben. Es soll untersucht werden, 
wann der Inhalt ein Maximum, und wann er ein Minimum wird. 

13. Der Inhalt eines geraden Zylinders, dessen Oberfläche O 
gegeben ist, soll ein Maximum werden. Wie groß sind die Seiten 
des Achsenschnitts, und welchen Inhalt hat der Zylinder? 

14. Welche Form müßten die Zwanzigmarkstücke haben, 
um beim Gebrauch möglichst wenig abgenutzt zu werden? 

15. Aus den Ecken eines Quadrates von der Seitenlänge «a 
werden Quadrate ausgeschnitten, deren Seitenlänge x ist. Durch 
Aufwärtsklappen der nunmehr vorstehenden Rechtecke wird ein 
rechtwinkliger Kasten hergestellt (der auf einer Seite offen ist). 
Wie groß muß x genommen werden, damit a) der Kasten mög- 
lichst viel, b) möglichst wenig Wasser faßt? 

16. Ein Körper, der aus zwei kongruenten geraden Kegeln 
mit vereinigten Grundflächen besteht, soll bei gegebener Ober- 
fläche einen möglichst großen Inhalt haben. Wie groß muß das 
Verhältnis der Seiten zum Radius genommen werden? 

17. Einer Kugel vom Halbmesser r soll a) ein gerader Kreis- 
zylinder, b) ein gerader Kreiskegel vom größten Rauminhalt ein- 
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beschrieben werden. Es wird der Halbmesser des Grundkreises, 
die Höhe und der Inhalt des Zylinders gesucht. 

18. Aus einer gegebenen Kugel vom Halbmesser r soll das- 
jenige gerade dreiseitige Prisma mit gleichseitiger Grundfläche 
herausgeschnitten werden, dessen Inhalt möglichst groß ist. Wie 
groß muß die Höhe gewählt werden? 

19. Einer Halbkugel soll derjenige abgestumpfte Kegel ein- 
beschrieben werden, der den größten Mantel hat. Wie groß wird 
der Radius der Endfläche? 

20. Welcher von denjenigen geraden Kreiskegeln, die den 
konstanten Inhalt / besitzen, hat die kleinste Mantelfläche? 

21—25: Bestimme die Maxima, Minima und Wendepunkte 
der Kurven 

21. y= X”? —5r-2. 

3 


22. vo. —28—50—3 


x? 
23. Mr an 
24. y— x — 4 2? — 30 x? — 208 x — 16. 
i 4x? 
25. Y=———- 
26. Welches ist der größte Wert, den der Ausdruek: 
0% 1% 
(Va? — 2°)? 


für einen gegebenen Wert von a annehmen kann? (a5). 


Y 


6. Der Krümmungskreis. 


Haben zwei Kurven y—f(x) und y=g(x) einen Punkt x, 
y, gemeinsam, so können sich die Kurven in diesem Punkt 
schneiden oder berühren; es schneiden sich die Kurven, wenn 
die Richtungsgrößen ihrer Tangenten verschiedene Werte haben, 
wenn also ist 


237 (®), 
und sie berühren sich, wenn 
fg («) 


ist. 
e a 
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Befriedigen die Koordinaten &,, 4, die Gleichungen 
y=f(x) und y=g(x) zugleich, und ist f’(2)=g'(«), so sagt 
man, die Berührung (oder Oskulation) beider Kurven 
sei von der ersten Ordnung. 

Die Berührung ist von der zweiten Ordnung, wenn für 
einen bestimmten Wert von & ist 


fh; ff; F=f; 
von der dritten, wenn zugleich ist 
g—=f; g’ —f'; g"—f",; g"—f"” 
’ 2 ’ ar I 
usf. 

Eine Gerade kann mit einer Kurve höchstens eine Be- 
rührung der zweiten Ordnung besitzen. 

Denn, ist die Gleichung der Geraden y=mx--q, die der 
gegebenen Kurve y—=f(x), so wird die Gerade zur Tangente, 
wenn fle,))=Mm 
ist, und ms, +q4=f(«,)- 

Jetzt ist für die Gerade nur mehr eine weitere Ableitung 
möglich, und diese wird 

Y—ıN. 

Soll also die Berührung von Kurve und Gerade von der 

zweiten Ordnung sein, so muß auch 


(0 
sein, d.h. der Punkt x,, y, ist ein Wendepunkt der Kurve y= f(x). 

Wir erhalten daher den Satz: 

Die Tangente besitzt mitihrer Kurve im allgemeinen 
eine Oskulation der ersten Ordnung; nur die Berührung 
der Wendetangente ist von der zweiten Ordnung. 

Damit ist zugleich eine neue Definition des Wendepunktes 
gegeben. 


Erklärung: Ein Kreis, der mit einer Kurve eine Be- 
rührung zweiter Ordnung besitzt, heißt ein Berührungs- oder 
Schmiegungskreis der Kurve; der reziproke Wert des Radius 
dieses Kreises gilt als Maß der Krümmung. 


Aufgabe: Gegeben sei die Gleichung einer Kurve 


y=/(%). 
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Man soll die Konstanten £, n, o des Krümmungskreises 
Buena) 0) 
für einen bestimmten Kurvenpunkt finden. 


Auflösung: Zur Ermittlung der drei Größen £&, n, o stehen 
uns drei Gleichungen zur Verfügung: 


en gr 


wobei y—=g9(2)—=n+Voe— (ze — 8% ist. 
Danach wird: 
ee) Aa a ae ee, 
u, ==8 
= 1 fü ee. SE ER 
a a ee 
RE „ DE g” een 
N een ne) 


oder, wenn wir in (2) und (3) 


Ve — («— ?—=+(y—n) 


setzen, 
Devon Er ent) 
Ba Me Keen ’ 
(d=--,-; (2) 
RE ALL, ’ 
a @) 
Aus (2) folgt | 

nf, 2.22: 


wodurch zunächst die Kreisgleichung (x 
übergeht in 


2? + (y- N’? 
vn’? +y—m’=o? 


aa ale nn ar (8) 
Dadurch wird (3’) zu 
A 2 
dual 
und wir erhalten, indem wir nach n auflösen 


See 


oder 


‚) 
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Danach folgt aus (4) 


uU+-fF@r@) er 
men en Ban, - I 
und aus (5) 
En ER 
Se Fi SSR BAER HORR N 
7") ir 
Um diese Formeln übersichtlicher zu gestalten, setzen wir 
BE a KR EI 
f 2) ne und f rn 9 
wodurch wird 
1 2 
ee ne)D ee 
q 
1 2 
a un a RR 6 
2 )?/e 
ee a in: 


Vereinfachen wir weiter, indem wir das Bogendifferenzial 


ds—=Vdx?--.dy? 
einführen, so wird 


2 (Ge) EN RN ee u 1Er 
+) u Aa Re A LEN 
-+2(62) . (Ila) 


Die Elimination von zundy aus den Gleichungen II und IIl 
und der Gleichung y= f(x) führt auf eine neue Funktion f(&,7)—=0, 
die den Ort der Mittelpunkte aller Krümmungskreise der Kurve 
darstellt. Man nennt diese Kurve die Krümmungsmittelpunkts- 
kurve oder Evolute. 


Beispiele: 
1. Man soll den Krümmungsradius oe für den Wendepunkt 
einer Kurve bestimmen. 


6. Der Krümmungskreis. 87 
Auflösung: Da für jeden Wendepunkt einer Kurve „= (x) 
7" = je (x) ut 0 
wird, folgt aus III’ sofort 
OT ZEI; 
d. h.: In jedem Wendepunkte streckt sich die Kurve vollständig 
1 
aus; ihre Krümmung —- verschwindet. 


2. Man soll &, n, o für den Krümmungskreis der Parabel 
y—=2ax 
bestimmen. 


Auflösung: Hier wird 


ROAD 
Bez: y? 

an years sell 

de 


ER er 
en 1 er EN 2 2 
ER VE Ip a 
Danach gehen die Formeln Ia bis IlIa über in 
Boa Bd = a? a? = 
En get u Be 
Yy Yy Yy a 
oder, auf einen Nenner gebracht und y’=2ax gesetzt, 


E=a-3x (Ia) 


Mr DA Wr 
Eliminieren wir nun aus den Gleichungen 
N NE Fer ap AR u Aa 
x und y, so wird 


1 3 1 AZ: us 
=— (Var) =— Ve) | 
oder, implizit, 


27 an —8(E— a) —=0. 
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| Das ist die Gleichung 
einer Neilschen Parabel, wie 
sie in Fig. 27 dargestellt ist. 
Man diskutiere die er- 
haltene Formel! 
3. Es sollen die Krüm- 
mungsradien in den Haupt- 
und Nebenscheiteln der EI- 


lipse 
x? 2 
+, =1 
a b? 
Fig. 27. bestimmt werden. _ 


- 4. Es sollen die Krüm- 
mungsradien in den Scheiteln der Hyperbel 


% Y 
FORTE. 
berechnet werden. 
: r ds d2s 
A 1 uotien — .ıuıun ——, 
7. Die Quotienten al er 


Bewegt sich ein Punkt so, daß er in gleichen Zeiten gleiche 
Wege zurücklegt, so wird die Bewegung eine gleichförmige 
genannt. Man versteht dann unter der Geschwindigkeit den 
Weg in der Zeiteinheit. 

War also der Punkt während ? Zeiteinheiten in Bewegung, 
und hat er während dieser Zeit die Strecke s zurückgelegt, so 
ist die Geschwindigkeit c 


S 
cC=—=konst. 
t 
Entspricht dem kleinen Zeitraum 4t die Wegstrecke As, so ist auch 


= konst 
ce= —- ==konst., 
At 
und diese Gleichung bleibt auch bestehen, wenn wir von At zu 


dt übergehen, wofür wird 


ds 
Sonn 3 3 ° s , 3 g F 2 A (1) 


| dsa nd 
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vr) 


Bewegt sich der Körper ungleichförmig, so ist die Ge- 
schwindigkeit v in einem bestimmten Zeitpunkt ebenfalls durch 
das Verhältnis des Weges zur Zeit für die Dauer eines unbe- 
schränkt kleinen Zeitteilchens gegeben. Es ist daher auch für 
die ungleichförmige Bewegung die Geschwindigkeit v 


ds 
EN (2) 


jetzt aber nicht mehr konstant, sondern variabel. Ge- 
schieht die Änderung der Geschwindigkeit nach einem bestimmten 
Gesetz, etwa wie bei der gleichförmig beschleunigten oder ver- 
zögerten Bewegung, so ist v selbst eine Funktion der Zeit: 


V—flt): 
Verstehen wir nun unter der Beschleunigung y die Zu- 


nahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit, und erfährt im 
Zeitintervall At die Geschwindigkeit die Änderung Av, so ist 


nah 
ke At ’ 
oder, wenn wir von der Differenz dt zum Differenzial übergehen, 
dv 


Ist die Bewegung eine gleichförmig beschleunigte, so ist die 
Beschleunigung zu jeder Zeit dieselbe, und daher 


-# 2) —i Kia 
TER ES CN 
ist die Bewegung aber eine ungleichförmig beschleunigte, so bleibt 
d d 
auch y = 7 variabel. Beachten wir die Relation v —= er so 
dv 
. geht die Gleichung y = Fri über in 


a. =) GR: 
OENERTTEEN 
Der erste Differenzialquotient des Weges nach der 


Zeit stellt danach die Geschwindigkeit, der zweite 
Differenzialquotient die Beschleunigung dar. 
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Eliminiert man zwischen den Gleichungen 


ee und BURE 
EAN ar 0. 
(oder ds—=vdi und du—ydi) 
das Differenzial dt, so erhalten wir 
ce 
dv 
oder 
YAS==UAUS 2 


eine Differenzialformel, die wir später werden anwenden müssen. 


Bemerkung: Die Erdbeschleunigung werde im folgenden 
(zum Unterschiede von y) mit g bezeichnet. 


Beispiele. 
1. Für einen frei fallenden Körper besteht die Beziehung 


I 2 
— 
2 
Mithin ist seine Geschwindigkeit zu der Zeit t 
RE ; 
Fa 
und seine Beschleunigung 
8} 
ar 


Die Bewegung eines frei fallenden Körpers ist dem- 
nach eine gleichförmig beschleunigte. 

2. Für einen in harmonischer Bewegung befindlichen Punkt 
besteht für die Entfernung von der Mittellage O0 die Beziehung 


ee 
2 Tu 


wo T die Schwingungsdauer des Punkts und a seine Ampli- 
tude ist. 
Danach ist seine Geschwindigkeit zu der Zeit t 
ds 2na A Int 
Fr si 


ds d?s 
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und seine Beschleunigung 
d’s Ara Int 
dt T? I: 
oder, da 
a sin EL a 
wi 
ist, 
ds An? 
ERST SE MEN 


Die Beschleunigung, die der Bewegungsrichtung entgegen- 
gerichtet ist, ist eine Funktion der Entfernung von der Gleich- 
gewichtslage, und damit auch eine Funktion der Zeit t. 

Die Bewegung ist daher eine ungleichförmig be- 
schleunigte. 
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Die Integralrechnung. 


1. Das Integral und die Integration. 


A. Der Begriff des Integrals. 


Die Funktion y—=f(x) bestimmt eine Kurve, indem sie dem 
sich ändernden x beständig sich ändernde Werte y entsprechen 
läßt. Mit der Änderung, der das y auf diese Weise unterworfen 
ist, ändert sich aber zugleich mit größer werdendem x der Inhalt 
des Ebenenstückes, das 
von der x-Achse einer- 
seits, der Kurve anderer- 
seits, und ferner durch 
eine beliebig gewählte 
Anfangsordinate und die 
Ordinate des wandern- 
den Kurvenpunkts einge- 
schlossen wird. Es stellt 
daher, wie f(x) selbst, 
auch der Inhalt dieser 
Fläche eine bestimmte 
Funktion von x dar, die 
wir als F(x) bezeichnen 
wollen. 

Betrachten wir A4’ 
(Fig. 28) als beliebige An- 
fangsordinate und den Punkt B als laufenden Kurvenpunkt, 
so gibt der Inhalt von AA’B’B den Wert der Funktion F(«) 
an, der der Abszisse &—= OB’ entspricht. 


1. Das Integral und die Integration. 93 


Geben wir dem x den Zuwachs Ax = B’C’, so ist nach der 
Fig. 28 CD der zu Ax gehörige Zuwachs Af von f und BB’C’C 
der Zuwachs AF von der Fläche F. 

Nun ergibt sich, wenn man BE | CC’ und CE | DB zieht, 


EBCC>AF>BBCD, 


oder, da 
BR engel Rei 


f(x +Ax)-Ae>AF>f(e)- Az; 


und diese Ungleichheit geht in Gleichheit über, sobald mit kleiner 
werdendem Ax dieses die Grenze dx erreicht. Es verschwindet 
dann in f(x -+Ax) der Summand Az, so daß wir, da dann 
zugleich AF in dF übergeht, erhalten: 


ist, 


DEN MED A N 
oder 
dF 
AT 


Es stellt demnach die Kurvenfunktion y=f(x) den Diffe- 
renzialquotienten der Flächenfunktion F(x) dar, während dF einen 
unendlich schmalen Flächenstreifen BB’C’C bezeichnet, dessen 
Grundlinie B’C’ von der unendlich kleinen Strecke dx gebildet 
wird. Nun läßt sich die ganze Fläche F=AA’B'B als aus 
solchen unendlich schmalen Flächenstücken gebildet ansehen, wir 
können F als die Summe aller in dem Flächenstück A4’C’C 
liegenden Flächenelemente dF betrachten. 

Diese Relation läßt sich unter Benutzung des Summen- 
zeichens ij langgestrecktes S] in die Formel bringen: 


oder, da nach (1) dF(x)=f(x) dx ist, 
F(x) — |fla)az. 
Wir bezeichnen diese Summe als das Integral von f(z)d«. 


Das Integral von f(x)dx ist demnach die Funktion F(x), 
deren Differenzialquotient die Funktion f(x) ist. 
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Wir benutzen den 
Begriff des Integrals in 
der gegebenen Weise 
sogleich zur Herleitung 
einer uns bereits be- 
kannten Beziehung. Es 
sei in. Fig. 29 ABC 
eine Kurve, deren Glei- 
chung y=f(x) gege- 
ben sein mag; so ist 
nach dem Vorange- 
gangenen das Flächen- 
stück AAB’B be- 
stimmt durch die Funk- 

Fig. 29. tion F(x). Geben wir 
nun dem x den Zu- 
wachs Ax—=B’C’, so ist F(e + Axz)—= 44’C0’C, oder, wenn wir 
diese Fläche in ihre Teile zerlegen, 
F(x« + Ax)=A4ABB+BB'C’D-+-BDF-+BFEC, (2) 
wobei BF die Tangente in B an die Kurve sein mag. 

Nun ist AA’B’B=F(x); ferner ist, da BB’ die Kurvenordi- 
nate y=f(x) ist, und B’C’’—=Ax, der Inhalt des Rechtecks BB’C’D 
BD.FD 

2 ’ 


—f(x)-Ax; weiter ist der Inhalt des Dreiecks BDF= 


A? 
oder, da FD=BD-tg FBD=Ax-f' (x) ist, BDF-.— f'(@). 


Bezeichnen wir schließlich das Flächenstück BFC mit IR ES0 
geht die Gleichung (2) über in: 


Fla+ A) Fl) +42) + fa) +R, 

oder endlich, da f(x2)—=F’(x) und demnach f’(x)—= F”(«) ist: 
Fic+ 4a) F(a)+ 4eF(@) + F”@) —.R. 

Das sind aber die ersten Glieder der Taaylorschen Reihe. 


B. Die Integration. 


Die Integration stellt sich die Aufgabe, aus dem gegebenen 
Differenzial einer Funktion, diese selbst aufzusuchen. Integriert 
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wird also immer nur ein Differenzial, niemals aber ein 
Differenzialquotient, d.h. eine vorgelegte Funktion f(x). 
Da die Integration demnach als Umkehroperation der Diffe- 
renziation aufgefaßt werden kann, werden wir die auf den 
Seiten 27 bis 41 entwickelten Differenzialformeln benutzen müssen, 
um nunmehr rückwärts vom Differenzial zum Integral zu ge- 
langen. Dabei ist zu beachten: Ist y=f(x), so ist auch, da 


[av = 


v=Jav=Ir@ar=rie) 


ist, 


Wir geben zunächst einige 
Beispiele einfachster Integration. 
1. Man soll dy=dx integrieren. 


Auflösung: Da 
ayy und. tdr — x 


ist, folgt Y—XL. 
2. Man soll dy=xdx integrieren. 
Auflösung: Da da) —2xdz, 


also 
1 En 
d = — 2 ee Ei 
zdı—, dar —d E 
ist, folgt 
x 2 
d = ee — 
| Y [za x ja | 5 ) n 
oder C 


Yz: 


3. Man soll dy—=x°dx integrieren. 


Da DEIN Dad (2°) —S 20, 
also 


1 2) 
212 - de) —dl 
a 5; (=) a? 
ist, folgt 
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4. Man soll dy=cx"dx integrieren, wobei c eine Kon- 
stante bedeutet. 


Auflösung: Da 
d(carty)—c(n-1)ardz, 


also 
1 oe 
nd —= d ni al 
CrEET el (Ca) ae, 
ist, folgt 
P exr+1 
= Ic = ; 
Y C 12 BE 
5. Man soll dy= ca —?dx integrieren. 
Auflösung: Da 
aleaa)— den le 
ist, folgt 
da — Ideal) 
BED er 2 
und demnach 
1 
u [era let 


> 
20? 


6. Man soll ay—(32° — )ar—32dx 50x 


integrieren. 


Auflösung: Da das Differenzial einer Summe gleich der 
Summe der Differenziale ist, wird auch umgekehrt das Integral 
einer Summe gleich der Summe der Integrale sein müssen. In 


der Tat, ist 
ara) +Pr@)=rl@) dar + Yp (a) de, 


so ist umgekehrt 


Nor | Fe 
= [r@)ar+ |v°@)aa 


Verfahren wir danach in unserer Aufgabe, so erhalten wir 


v-|@ x»? dx — Bir? dr) [32° 02— [52"*az, 
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oder, wenn wir ausführen 


5 
te | Et 
Y x I x. 


€. Einführung der Integrationskonstanten. 


Gegeben sei die Aufgabe: 


Es soll das Bild der Funktion gezeichnet werden, deren 

Abgeleitete 
Yy — 0 — 6% Ar b) 
ist. 

Auflösung: Um die Gleichung der gesuchten Kurve, der 
Integralkurve der durch Y=2?—62--5 bestimmten Kurve, 
zu finden, integrieren wir das aus 

d 
ne —6r4b 
erhaltene Differenzial 
dy= (2? — 62 + 5)dr 
und erhalten 


3 
|@ 624) 322452 


In der Fig. 30, S. 98, ist die gegebene abgeleitete Kurve 
stark ausgezogen; die hier gefundene Integralkurve ist mit k 
bezeichnet worden. 


Nun ist aber die Funktion Y=x°?—6x2-+-5 nicht nur die 
23 
Derivierte der soeben erhaltenen Funktion y — 8 Base nen, 


sondern allgemein jeder Funktion 
x3 


rg ra 


worin C eine beliebige, willkürliche Konstante darstellt: wir er- 
halten demnach als Integral von dy=f(x)dx nicht nur 


y—fl®), 
sondern eine ganze Schar von Integralen und somit auch von 
Integralkurven: 
y—f(@)H1, 


y—f®)+2, 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl. 


-—] 
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y—f()+3; 

y—fla)En, 
worin n jede beliebige, ganze oder gebrochene konstante Zahl 
darstellen kann. Aus der Schar aller Integralkurven sind in 
Fig. 30 einzelne eingezeichnet worden. 


Während demnach zu einer Grundfunktion .nur eine, 
ganz bestimmte Funktion als Derivierte gehört, besitzt 


Fig. 30. 


umgekehrt jede Derivierte eine ganze Schar von Inte- 
sralen, die sich jedoch lediglich durch eine additive 
Konstante unterscheiden: 


| oa 


Danach ist das vorhandene Integral unbestimmt, solange es 
nicht möglich ist, die „Integrationskonstante C“ ihrem Werte 
nach zu ermitteln. 
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Man nennt 
Ir@a-r@+o 


das allgemeine Integral und die ‘durch Einsetzen bestimmter 
Werte für C erhaltenen die partikulären Integrale Das in 


unserer Aufgabe 
3 


X 
er 32° —+5x 
gefundene Integral war also ein partikuläres, da (= 0 gesetzt war. 
Die Darstellung der partikulären Integrale in Fig. 30 läßt die 
Bedeutung der Integrationskonstanten leicht erkennen: 
Setzt man im Integral 2=0, so folgt 
Y = (dr 


Die Konstante Ü ist demnach eine Ordinate, und zwar die 
Ordinate des Punktes der %-Achse, durch den die partikuläre 
Integralkurve geht. 

Bei vielen Anwendungen ergibt sich der Wert der Konstanten 
aus der Natur der Aufgabe, wie folgende Beispiele lehren: 

1. Es soll die Geschwindigkeit .eines frei fallenden Körpers 
berechnet werden, die dieser nach ? Sekunden (vom Anfang 
der Bewegung an gerechnet) besitzt. 

Auflösung: Da wir wissen, daß die Beschleunigung eines 
frei fallenden Körpers die Erdbeschleunigung 4 ist, erhalten wir 
die Gleichung 


dv As 

de 9 
oder 

du ——gdt, 


Danach wird 


Ü 


- [sa [at-0t+e 


_ worin c eine zunächst willkürliche Konstante darstellt. Nun ist 
aber zu Beginn der Bewegung t=0 und v=0, also muß auch 
c=( sein, und wir erhalten 
vgl. 
2. Man bestimme den Weg, den ein frei fallender Körper 


in t Sekunden (vom Beginn der Bewegung an gerechnet) zurück- 
7* 
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legt unter der Voraussetzung, daß der Körper seine Bewegung 
beginnt. 

a) mit der Geschwindigkeit © = 0, 

b) mit einer Anfangsgeschwindigkeit %—= v,„ (die ihm 
durch einen einmaligen Stoß in der Fallrichtung erteilt wurde): 


Auflösung für a: Da 


d’s dv 


A dia 
ist, folgt zunächst 


0 [sat—9t+%, EHE EN EN 
oder, da vo =O sein soll, 


WR „er I Sn > 
Es ist ferner 


also wird 
—[saletn. BR 5 


Nun war aber zu Beginn der Bewegung s—=0 und t=0, 
also wird auch s=0, und es folgt 


Auflösung für b: Unter der Voraussetzung, daß w=t, 
ist, geht (1) in die neue Gleichung 


velttv ne 


iiber, aus der nun weiter folgt 


R N 
—|W+ Ja Lett an Era 


oder, da auch hier so =—=0 zu setzen ist, 


 — 5 F—- Ust 
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2. Die Integralformeln und ihre Anwendung. 


Aus den im zweiten Abschnitt hergeleiteten Differenzialformeln 
ergeben sich folgende Integralformeln: 


| Aus folgt 
1. A[ fe) + Pa) =Pia)dc+ pP la)de 1. [Im +p(@laa 


f’ as + |p/@aa 
nel ee DR) eG) 

IE (are | red 
ef) 0 


gut 


ale re calfin)l=et(e)d® 2. 


3. d(ar)—=nan—1dx 3. 


5. des =— sin xzdx 


4. dsin x —= cosxdx ar 


6. dtgx En riet 

7. ddtg x —=— on | —— get 
RER 8. — +0 M@)+0 
9. d(ax) = a® ladx | | 9. | a a4 -—C 

10. d (ex) = ex dx 10. |erds—e te 

Er, daresina) — 1, il, ng = re sin a +0 


-7 — arc c0sx —+-.c**) 


*) Die beiden entstehenden Integrationskonstanten sind in eine zusammen- 
gefaßt worden. 
**) Man beachte die Formel für d(arc cos x). 
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i dx / dx 
12. ne 12. |, 1% are tg 2x —-C 


PLA 
—=,-areootge+c") 
Diese Zusammenstellung lehrt, daß wir nur eine ganz ge- 
ringe Zahl von Differenzialformen sofort integrieren können. So 
kennen wir z. B. keine Funktion, deren Derivierte etwa tgx 
1 


e | dx 

—|tgxdx oder y—- | 7 —— 

N 3 2 5 Va=’ be 

auch nicht ohne weiteres ermitteln. Es mag noch erwähnt sein, 

daß nicht wenig Differenziale sehr schwer und nur annäherungs- 

weise integrierbar sind. Sie aber Kommen für uns nicht in Betracht. 
Wir behandeln im folgenden einige Differenziale, deren Inte- 

grale sich nicht nach den Formeln (1) bis (12) direkt herleiten 

lassen, deren Integration aber häufig notwendig wird. 


oder wäre; also können wir die Integrale 


A. Integration durch Substitution. 
Aufgaben. 
1. Man soll BE integrieren. 
ca 
Auflösung: Führen wir u=2--a als neue Variable ein, 
so geht unser Differenzial, da d(« + a)=dxr=du ist, über in 
du 
u“ 
und wir erhalten [nach Integralformel (8)] 


dx du 
-l*-1@+0 


| 


—1l(x a) +6. 
2. Man bestimme in gleicher Weise 
ERS da 
Ur FREDP 


Resultat: y=!(e — a) +0. 


*) Man beachte die Formel für d (are ctg r). 
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3. Man soll cos (+ a) da integrieren. 
Auflösung: Setzen wir +a=u, also de=du, so wird 


[eos (© + a)da — | cos udu=sinu—C 
(4) —sin(e-+a)+C. 
4. Man bestimme in gleicher Weise 
Yy — [sin (a--x) da 
Resultat: y=— cos(a - x) +0. 
5. Desgleichen y= Is (acx+b)dx; y=|cos(ax + b)da. 
Resultat: 


E 
y=—eos(ac+b); y=_ sin (ax +b). 
6. Es soll | 


\ -| Er, 
dar cos’(a+bx) 


integriert werden. 


Auflösung: Setzen wiratbxz=u, so wirdde=-+ 


dx 1 du 1 
a OR er 
(6) I Is I," 


— + 18(a+ba). 


du, und 


Se 


1. Desgleichen 


EL dx 
’— )sin® (are): 
Seljeszleichen 


& HF 
ee N d : rn 1 ee f 
v—| co: () c; v— [sn (2)a 


Substitution I. u. 
n 
9. Man soll 
Y - [vi — cosx dx 


bestimmen. 
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r BED x RE RL 
Auflösung: Setzen wir COS x == Cos a 9° so wird 


5% Fe SET, 
1 — cos Bl COS an rein. 


2 
IE ETEN el; x 
y - [vi — cosede—=YV2 [sin (&)aa. 


1 
Substituiert man nun nr folgt 


und daher 


(5) v— |Vi=eos2a2—2 VB | sin +ar— — 2Y2 cos2-+( 
er 
— — 2Y2cos re. 


10. Man verfahre in entsprechender Weise mit 
v|vi + cos ade. 
11. Man soll das Integral 


| dx 
Va? — 28 


Auflösung: Wir schreiben 


auswerten. 


L dz 


17 
und setzen ze also de=adz. Dann folgt 


(11) ‚| ar = | —resins+ 


Ve— a: — 2? 
x 
—uchn (2) +6. 


12. Man soll das Integral 


“ ji _ de 
r Y a a? — ge? 


seinem Werte nach bestimmen. 
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| Fu dx 1 dx 
D r R h 1 —— em en 
Anleitung: Man schreibe y IE ET 


x } ; 
setze ——z und integriere nach 12. 
a 


13. Man soll 
dx 


v3 80 — 16x: 


integrieren. 
Auflösung: Formen wir den Radikanden des Nenners um, 
wie folgt, 
3482 — 16-8 +1) — (1—82e +16) =4— (1 — 4m), 
und schreiben nun 


| dx 
a dx | dx a a: | 
V3482—-162? „|V4a-(1-4e)% V: € = en 
| u 


so läßt sich die Integralformel 11 anwenden. Denn, setzen wir 


1—4 d 
———2, so wird d—=—,, und es folgt 
dz 
4 1  dz 1 
y=|-———=— j ——— = — — arc e0s82 —-Ü 
NEE Auer ; ii 


1 
= 7are cos NE +6. 
14. Man soll 


dx 
Ve nn 
4 Vatbx — ca? 
integrieren. 
Anleitung: Man forme den Radikanden im Nenner um: 


| Oi TER be DL? b 
atba—car—e[" eye C 2) 


ee] 


44c—-b? EN 
Nun setze man Be m TE a? und verfahre wie 
2 C C 


Ins 3: 
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15. Man integriere in entsprechender Weise (An- 


wendung von 12) 
dx 


VE beten 
B. Partielle Integration. 


Sind « und v zwei Funktionen von 7, so ist 


d(uv) = udv — vdu 
oder 
udv—d(uv) — vdu. 
Daraus folgt 


[ar w— vun EEE RE) 


Diese Formel führt die Integration der Differenzialfunktion 
udv auf die von vdu zurück und kann somit Erleichterung in 


der Bestimmung des Integrals | udv gewähren. 


Aufgaben: 
1. Man soll 
dy=I!xds 
integrieren. 


dx 
Auflösung: Setzt man le =u, de=d», so ist dv=— und 
x 


v—x, und es folgt aus (13) 


Nizu2—12 [2.22 — 


Ze 13 [ara Ile — x. 
2. Es soll 
dy= oxo"Ix-dx 
integriert werden. 
Anleitung:- Man setze Ix==u, also 2"dx==dvu und ver- 
fahre wie in 1. 
3. Man soll 
“ dy=xsina-d% 
integrieren, 
Auflösung: Setzt man zu, also sin xdx — dv, so wird 
du=dx und v=—.cost. 


Ba za 15 
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Danach folgt aus (13) 
IE sin edx — x: (— cos x) je cosx)dx 


— — 00,2 | cos xdx 


— — reosc-+sine-+(. 
4. Man soll das Integral 


Yy SE cos xcdx 


auswerten. 


Anleitung: Man setze @#—=u; coszde —dv. 
5. Man soll 
dy=aresinx-d& 
integrieren. 


Auflösung: Setzt man arcesinze=u; de=dv, so wird 


d 52 d 
West un ee ar. 
vi— 2? 
Mithin ist 
; ; j zdx 
— art sın 7-Ax =rarc SINT — De, 
3 vıi— 
oder, da 
— rdz Ben 
m vi — y 
yvi—a 
ist, 
Y — [are sin dx = x- are sine -- V1 — 2. 


Man löse in entsprechender Weise die Aufgaben: 


6. v— |nreige-da 


{& a ra 


8. Es soll 
dy= e0s?’xdx 
integriert werden. 
Auflösung: Setzt man hier cost=u, cosxzdx— dv, also 
du=—sinedr; v=sinz, 
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so wird 


Y = [eos’2aa —=cosTsin® — [sn x (— sinx)dx 


—.coS Ein + [sinteaz. 


Damit scheint zunächst nichts gewonnen, da man für das 
unbekannte Integral | c0s*rda das ebenfalls unbekannte [sin?«a % 


erhält. Es ist aber 


[sn’rae— [a —- cost) du [dr — | c0sa2 


und folglich 
Y — [eo RECHT sin © + [a2 — | eos°aa, 


oder : 
2 | cos’zdx=cosxzsinz— | de, 


oder endlich 1 
cos?de— (eos zsinx 2). 
9. Man integriere in gleicher Weise 
dy—sin’rda. 


3. Das bestimmte Integral. 


Es soll der Weg gefunden werden, den ein mit 
gleichförmiger Gesehwindigkeit c sich bewegender 
Körper vom Zeitpunkt ti, bis zum Zeitpunkt t, zurücklegt. 

Auflösung: Es ist 


af 
und demnach für, s,=vth +C 
und für t, ,s=vh +0. 


Für den im Zeitraum t, bis t, zurückgelegten Weg gilt daher 
s=s,—, =[v, +0] — let, + C]=ovft, — th) 


oder Re 
s— [var [var 
x = hir 
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Wir erhalten hier als Resultat die Differenz zweier Integrale, 
deren Integrationskonstanten die gleichen sind und sich daher 
tilgen. Auf eine solche Differenz aber wird jede Aufgabe führen 
müssen, die aus dem allgemeinen Integral ein bestimmtes Stück 
herausgreift und dessen Wert bestimmen läßt. 

Denn: wie die Differenziation einer Größe y den unendlich 
kleinen Bestandteil von y, das Element dy, liefert, muß umgekehrt 
die Integration von dy wieder das ganze y, also die Summe aller 
Elemente dy zum Ganzen, ergeben. Ist nun 


[av=ra+c 


das allgemeine Integral von dy und entspricht dem Werte 2 —=a 


und dem Werte b 


so stellt 
J=J,.J, — [as — [av — f(a) — f(b) 
al! A) 


die Summe aller Differenziale dy für das Intervall von zb 
bis <=a dar. Indem wir so die Differenziale nur innerhalb be- 
stimmter Grenzen der unabhängig Variablen addieren, machen 
wir uns zugleich von der Integrationskonstanten unabhängig; 


das Teilintegral 
J=J, 45 [as = 


=U 
hat die dem allgemeinen Integral % = füy anhaftende Unbestimmt- 


heit verloren, es ist zu einem bestimmten Integral gewoicen 
Ist day = el) 0%, 
so schreibt man das bestimmte Integral 


1 |ree— [sis 


Eh AN) 
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in der Form "ie 


oder einfach Q 


wobei a die obere, b die untere Grenze des Integrals ge- 
nannt wird. 


Anwendungen. 


A. Die Quadratur von Flächen. 


Wir wenden uns zunächst unseren Ausgangsbetrachtungen 
Seite 92 bis 94 zu, denen zufolge das Integral F' eines Differenzials 
F'(x)dx den Inhalt eines zwischen der Kurve und der x-Achse 
liegenden, von einer beliebig gewählten und einer, einem 
bestimmten Wert von x entsprechenden Ordinate begrenzten 
Flächenstückes, angibt. Nun liegt auch hierin eine gewisse Un- 
bestimmtheit, da ja die eine die Fläche begrenzende Ordinate 
als beliebig wählbar erscheint. 

Diese Unbestimmtheit hat ihren Grund darin, daß wir in 
jenen Betrachtungen die Integrationskonstante außer acht ge- 
lassen haben. Nehmen wir an, daß das Integral F(x), als parti- 
kuläres Integral, eine Fläche von solcher Größe bestimmt, daß 
dadurch zugleich die Anfangsordinate mitbestimmt ist, so wird 
das allgemeine Integral F(x)--( die Fläche so bestimmen, daß 
jedem Wert von C© eine neue Anfangsordinate entspricht. 

Seien weiter F(x,)+C und F(z,)+( zwei zwischen der 
-Kurve y=f(x) und der x-Achse liegende Flächenstücke, so 
wissen wir jetzt, daß beide Flächenstücke von derselben Anfangs- 
ordinate an rechnen, während das eine bis zur Ordinate %, und 
das andere bis zur Ordinate %, reicht. Danach ist das zwischen 
den. ÖOrdinaten %, und %, liegende Flächenstück nach seinem 
Inhalt eindeutig bestimmt, wobei es ganz gleichgültig ist, wo die 
die zuerst betrachteten Flächenstücke begrenzende Anfangsordi- 
nate liegen mag. Es ist nämlich 


 [r@a2- |rwar 


3. Das bestimmte Integral. Part: 


oder 


b 
Be | (x) dx, 


wobei die Integrationskonstante weggefallen ist. 
1. Es sei die Parabel 
y—a 
gegeben. Man soll die Fläche berechnen, die durch die beiden 
Ordinaten &ı =1 und &2=6 begrenzt wird. 


Auflösung: Hier ist 


6 6 
6° 1 215 
Mh yde) 2de- — oe — 
|» x ie dx 5 3 5 
1 1 


2aManerberechnesiın toleicher” Weise. die =Plache 
zwischen den Abszissen O und 9; 3 und 12; 4 und 7... 
3. Desgleichen für die Parabel ay== a“. 


4. Die Gleichung einer Parabel sei 


y:—10%; 
man soll die Fläche zwischen X&ı=0 und X>=5 berechnen. 
| Auflösung: Hier wird 
y—4Vx 
und folglich 


Die 2% ö 
r— | yaz =E zhkdx = 4 ae dx —4 E ER Er (5" N 0%) 
0 


0 0 
8 Al 
= —.h Eger 5. 
3 v 3’ 


Wir haben hier nur die Fläche zwischen den Abszissen &, = 0 
und 2,5 im ersten Quadranten des Koordinatensystems erhalten. 
Da im vierten Quadranten eine kongruente Fläche liegt, schneidet 
die Sehne © =5 von der Parabel die Fläche ab 


2Fr— VB. 


5. Man berechne für die Parabel y’=9x die Fläche 
zwischen 2, —=4 und %,=25. 
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6. Man soll die Fläche bestimmen, die die Sinus- 
kurve y=sinr mit’der x-Achse bildet. 
7. Welche Fläche schließt die Parabel y—=2Yx zwischen 
den Punkten 2, =0; 2,=5 ein? 
8. Man soll den Inhalt der Ellipse 
x? y? 


1622,08 ZEN 
bestimmen. Wie unterscheidet sich der Inhalt dieser Ellipse von 
2 2 


demder Ellipse Sit er 
em der ipse 9 re 
9, Welche Fläche schließt die Parabel 

y= x? — 21x — 22 


1? 


zwischen 2,—=1 und 2,—=4 mit der x-Achse des Koordinaten- 
systems ein? 
10. Man soll die Kreisfläche (x? + y?=v?) berechnen. 
Anleitung: Man setze in der expliziten Form y=f(«) die 
Größe x ==rcost und betrachte t als unabhängige Veränderliche. 


11. Man soll die Fläche berechnen, die die Zykloide 
e—=r(t — sint) 
y—=r(l— eost) 
mit der x-Achse einschließt. (Beachte Aufg. 2, S. 114.) 
Auflösung: Es wird hier 


de—=r(1 —cosd)dt 
und daher 


P— |yaz —— [a — cos t) (1 — cos?) ar [ci — cost)? dt. 


Befand sich für {=0 der Punkt am Boden, so wird er das 
nächste Mal den Boden erreichen, wenn t=2nz ist. . Im ersten Falle 
ist 2, —0, im anderen 2,—2rz... Wir haben demnach das Integral 
für die Grenzen ft, —=0O bis ,=2n zu bestimmen und erhalten 

a [a — eos.h)? dt—=r?; | (1 —2cost—+cos?hdt 


0 0 
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ar 2 27 
oder n 
Pr [a — 27° |eostatr | cos? tdt. 
0 0 0 


Die beiden ersten Integrale lassen sich nach unseren Formeln 
sofort auswerten: es ist 


[are 


und |eostar—sint+ 


das dritte aber lösen wir mit Hilfe der Formel | udv =uv — | vdAu . 


durch partielle Integration, wie sie in Aufgabe 8, Seite 108, vor- 
genommen wurde, und erhalten so 


1 t 
|eoss1ar— 10: tsin IacH 


Setzen wir ein, so wird 


1 ET. 
I en 2sint—- <sin teost z| 
2 2 
0 


am 


2 
— 7. |3t—4sint+-sinteost 


0 


2 


„2 | 
[31— sin t(a— cos‘) —13:22—0 
0 


10) 


T: 
2 


oder 
ze eg 
Die gefundene Fläche ist daher dreimal so groß wie die des 
rollenden Kreises. 
12. Setzt man in Aufgabe 4 der Seitell6 R=4r, so 


erhält man als Kurvenbahn die Astroide. Welches ist 
der Flächeninhalt dieser Kurve? 


E=encos?t 
y-rsin°t. 
Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl, 8 


Gleichung der Astroide: 
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Anmerkung: Die Lösung der Aufgabe kann deswegen be- 
sonders empfohlen werden, weil sie vorzüglich geeignet ist, die 
partielle Integration zu üben. 


B. Bestimmung von Bogenlängen s (Rektifikation). 


1. Es soll die Länge des Halbkreises (* —= 1) bestimmt 
werden. 
Auflösung: Nach Seite 26 ist das Differenzial des Bogens 


er 2, dy\2 
ds—= Var dy— de ı + ee 
Aus der Gleichung des Kreises 
Er Yo 


ergibt sich aber 
| dy 
zde-+ydy=0 oder ae 


wodurch wird 


ia Yır (2) -EVatn, 


oder, da 
2 y—=1 und y=VYi1—.a? ist, 
dx 
ds 22 
vi? 
Nun ist nach Integralformel 11 
dx 
s— | —— =aresine—(, 
vi—2? 
und, da wir für den Halbkreis von —=—1 bis =-+-1 zu 
integrieren haben, 


1 
dx 


2. Welchen Weg beschreibt ein Punkt. der Peripherie eines 
Wagenrades von der erstmaligen Berührung mit dem Erdboden 
bis zur nächsten? 
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Auflösung: Ist P der 

Punkt, dessen Weg von A | 
bis 4A’ gefunden werden 
soll, M der Mittelpunkt des 
Rades, B sein Berührungs- 
punkt mit dem Erdboden, 
wenn das Rad sich um den 
Winkel t=PMB gedreht 
Bareunde MD —M bir 


so ist AB=DBogen PB==rt 


und 


z=AF=AB— PG=rt—rsint=r(t— sin?) 
y=PF=MP—MG=r—rceost—=r(1— cost). 
Die Elimination von t zwischen den Gleichungen 
2 —=r (t— sin t) 
y=r(1— cost) 
führt auf die Gleichung der Kurve, die der Punkt P beim Rollen 
des Rades durchläuft (Radkurve oder Zykloide). Wir können 
jedoch die Gleichungen sofort benutzen, um ds zu bilden, und 


müssen dann von ft, —=0 bis t,=2z integrieren, um die Länge s 
der Kurve von A bis A’ zu erhalten. 


Es ist de=r(1— eost)dt 


dy=rsintdt, 
also 


ds—Vdx®+dy?—=rV(1—2cost-+ eos?t) + sin?tdt—=rV2—2eostdt. 


Setzen wir nun 


ds—=r-V2 V1 — costdt 


- t Fi u Lt t 
—ry2 Vi — 608°, + sin?„di—rV2 V: sin? (S)ar—2 ‚sin(s ai 


t 
und beachten, daß u—2a(}) ist, so wird 


t t 
er. r | 3) £ 2) i 
ds rsin > 5 


8* 
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Nun wird 
t=3n a: ar ta=n 
” a 7} n f » n f 
| S ja | rsin 5 5 4r| sin 5 d 5 
t=0 2 =0 12=0 {2 =0 
oder —= — 4r(cosr — cs0)= —4r(—1—1)=8r. 


Indem das Wagenrad also eine Umdrehung macht, legt der 
Punkt P einen Weg zurück, der genau gleich dem S8fachen 
Radius ist. 

3. Es rolle nun der Kreis mit dem Radiusr aufeinem 
anderen mit dem Radius R, ohne zu gleiten. Man stelle 
die Gleichung der Bahn auf, die ein Punkt P der Peri- 
pherie des bewegten Kreises durchläuft, und suche die 
Länge des Wegs. 


Kern sheet scher 
4. Es rolle der bewegte Kreis mit dem Radius rin 


einem anderen mit dem Radius R. Welches ist die 
Gleichung der Bahn und ihre Länge? 


R=riiähe EHE DEZ DBRERn 
5. Die Aufgabe: Man soll die Länge des zwischen x, und 
%» liegenden Bogens der Ellipse 


BD? -+ a? y? —a? D? 
ermitteln, 
mag in ihrer Lösung zeigen, daß selbst verhältnismäßig einfache 
Kurven auf recht komplizierte Integrale führen können, deren 
Auswertung uns hier versagt bleibt. 
Aus der gegebenen Gleichung folgt 


und daher 


Mithin folgt 
ne dy “ en 
Sur Yı 2 = Ve , 
u gr dx = a” (a? —'x°) 


wobei a? — b?—e* gesetzt wurde, 
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und 
xg Xg 


ildaV@— ee 1 (at — e22)dx 
s—=— ei bes hape] Kira: nee een ne ; 
a Va? — {2 a V (a? ke x?) (at 2 a?) 


2 xı 


Das ist ein sogenanntes elliptisches Integral, das sich weder 
durch algebraische Funktionen, noch durch die bisher bekannten 
transzendenten Funktionen ausdrücken läßt. Zu seiner Auswertung 
sind besondere, hier nicht zu verfolgende Hilfsmittel notwendig. 


C. Der Inhalt von Rotationskörpern (Kubatur). 


| Vorbemerkung: Es sei y= f(x) die Gleichung einer Kurve, 
die um die x-Achse rotiert. Legen wir durch x und z-dx 
zwei zur X-Achse senkrechte Ebenen, so schneiden diese aus dem 
Rotationskörper ein Kegelstumpfartiges Raumelement aus, das wir 
bei der unendlich kleinen Höhe dx als Zylinder ansehen können, 
da sich die Grundradien y und y—-dy durch keinen endlichen 
Unterschied auszeichnen. 
Der Inhalt des Zylinders dV ist dann 


dVzenydz, 


wodureh wir erhalten 
vr [vaa. 
€ 


1. Beispiel: Man soll den Inhalt des geraden Kreiskegels 
bestimmen. 

Auflösung: Bezeichnen wir die Höhe des Kegels, dessen 
Spitze im Koordinatenursprung liegen und dessen Achse mit der 
x-Achse zusammenfallen möge, mit k, den Grundkreisradius mit r, 
so ist, wenn wir im Punkte x der x-Achse eine senkrechte Ebene 
legen und den Radius des so erzeugten Kreises mit y bezeichnen, 


Byehaninoder.  y==- 1% 


Mithin wird 


118 Dritter Abschnitt. Die Integralrechnung. 


h 


h 
y? y? y? h? 0? 
Zune waren), |), = = = 
0 


0 


N ee] 27 
— 11 —_—-nrh. 
3 


Ra 


Integriert man zwischen den Grenzen x, —=h, und z,—=h,, 
so erhält man den Inhalt eines Kegelstumpfes 


o 
EFT 


0} 


2. Man bestimme in gleicher Weise den Inhalt der 
Kugel mit dem Radius r. 
3. Desgleichen den Inhalt der Kugelzone. 
4. Die Parabel 
y—2px 
rotiere um die &-Achse. Man solldas Volumen des Rota- 
tionsparaboloids zwischen 2,=0 und 2,=a bestimmen. 
5. Die Ellipse 
x? y? 
owee7: 
rotiere um die xX-Achse. Welches ist der Inhalt des 
entstandenen Rotationsellipsoids? 
6. Man löse dieselbe Aufgabe, wenn statt der Ellipse 
die Hyperbel 


rotiert, 


D. Aufgaben aus der Physik. 


a. Herleitung der Formel für die Schwingungsdauer eines 
mathematischen Pendels. 
Es sei ! die Länge OA des Pendels, BA die halbe Amplitude 
der Schwingung und P die Pendellage zur Zeit {. Durchläuft das 


Pendel im Zeitelement dt das Bogenelement ds, dem der Winkel 
dp zugehöre, so ist zunächst 


ds=1d40:.: 22 a N 
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Zerlegt man die im Punkt P 
wirkende Erdbeschleunigung in zwei 
Komponenten, von denen die eine 
in die Richtung des Radius OP fällt 
und demnach ohne Wirkung ist, von 
denen die andere tangential angreift, 
so erkennt man als ihre Größe 


2-08 0200.,,51(2) 
Wir erhalten dann unter An- 
wendung der Differenzialformel 


vdv=yds 
(vgl. Formel 4 der Seite 90) 
vdv=—gsinyY-l-do, 


oder, nach Integration 
2 


Sgleosp+6, er (8) 


worin C die Integrationskonstante bedeutet. Nun wird für 9=a 
die Geschwindigkeit des Pendels gleich O0; oder 


VD TRO0S Ce en ee (ar) 


Subtrahieren wir 3’ von 3, so folgt daher 
2 j 
St (cos 9 — cos a) 
oder 
ds Ido m nn 
I 201 (050 co: a). 


Indem wir diese Gleichung nach dt auflösen, wird 


ne ldyp er do V I 
V2gl(eosp—eosa) V2leosp—cosa) ? 9 
und wir erhalten für die Zeit £, die der pendelnde Punkt von 
der Ruhelage B bis zum Umkehrpunkt A gebraucht, 


vi] dy 
A VE Rey 
9. V2 (cosyp— cos a) 


Die erhaltene Formel läßt sich unter der Voraussetzung, 
daß « ein sehr kleiner Winkel ist, durch eine einfachere Nähe- 
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rungsformel ersetzen. Entwickelt man nämlich cos und cos«a 
nach Mac-Laurin in eine Reihe, 


eo , 
a as en Der 


a? ig 


sa—=1— 5 er 
cos« 1 91 a1 h 


so darf man wegen der Kleinheit von « und © aie vierten 
Potenzen gegen die zweiten vernachlässigen, und man erhält 
EIRE- 


2 
nr PIE 


oder 
2 (cos 9 — cos a) = a? — p*. 


Damit geht unser Integral über in 


das ist, nach Differenzialformel 11, 


p—U 


: AL 
= Vz ar sin | —=(aresinl —arcsinO) V = 
g a 9 
a) 


p 


: IT i ö 
oder, da arcsini = 5, arcsin 2 Om 


RAU 
3 V4. 


Auf eine ganze Amplitude, d.h. auf den Weg von A nach €, 
bzw. von Ü nach 4, wird also die Zeit 


T—ay- 
g 


b. Schwerpunktsbestimmungen. 


verwendet. 


Vorbemerkung: Ist P das Gewicht eines Körpers und 2 
der Abstand seines Schwerpunktes von einer beliebigen Momenten- 
ebene, so ist sein statisches Moment P-z. Läßt sich der ganze 
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Körper in einzelne Teile zerlegen, deren Gewichte 9,, Pa P3 - 
sein mögen, und für die die Abstände %,, %,, %,, . .. der Schwer- 
punkte von der Momentenebene sich irgendwie ermitteln lassen, 
so ist, dd P=p, tr, 1, +... ist, 

9 tr, +9, +...) = 4 BR TI Gt :-: 


Best er Pe (1) 


Pı 0 Dr I weh 2P; 


Da bei homogenen Körpern (wie solche überhaupt hier voraus- 
gesetzt werden) die Gewichte der einzelnen Körperteile deren 
Volumina v, proportional sind, läßt sich für 1 auch setzen 

a 2iv, X; 


De 


( 


(2) 


handelt es sich um den Schwerpunkt einer Fläche F, bzw. einer 
Länge L, und sind die Flächenteile /,, die Längenelemente /,, so 
geht 2 über in 


a 0 


bzw. Salat: Et 
ET N SB RER 


Es sei darauf hingewiesen, daß für die Momentenebene eine 
Momentenlinie gesetzt werden kann, sobald die Abstände der 
Teile f,, !; von der Momentenebene in eine Ebene fallen. 

Wir haben zunächst angenommen, daß die Raum-, bzw. 
Flächen- oder Längenteile v, (f,, 1) endliche Größe besitzen. 
Lassen wir sie unendlich klein, also zu Differenzialen dV (dF, 
dL) werden, so stellen sie sich als Funktionen ihrer Abstände x 
von der Momentenebene (bzw. der Momentenlinie) dar, und unsere 
Gleichungen 2 gehen über in 


ar v 

[zar [rar 

: er EEE EN 
| er F 
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Beispiele. 


1. Es soll der Schwerpunkt eines Kreisbogens AB auf- 
gefunden werden (vgl. Fig. 33). 


Auflösung: Es sei in Fig. 33 AB der gegebene Bogen, 

OÖ der Mittelpunkt seines Kreises, als O(A=0H=0B==r, dabei 

OH die Halbierungslinie des 

Ö Zentriwinkels AOB=A—2«. 

MM sei die Momentenlinie, 

die wir durch OÖ parallel 
zur Sehne AB legten. 

Nun gehört zu Ag die 

B Bogenlänge Ab=rAg, also 

zu dp die Länge db=rdp, 

und der Abstand des Bogen- 

H elements db von MM ist 

Fig. 33. x==rcosg. Daher folgt als 

statisches Moment von db 


u=rdp-rcosp=r?’cospdo 
und als das des ganzen Bogens 
+a +@ 
u— [rteos odpo = „| cos pdo. 


_— mu lX 


Da aber die Länge des Bogens ist 
so wird 
+4 


+0 
= |rap, 
" [cospa 


28 r?[sin« — sin (— «)] 


a 


2r?sin«a rsin« 


” ee] are R 
rdo 


ill 
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In der Physik pflegt man der erhaltenen Formel eine etwas 
andere Gestalt zu geben: man setzt die Länge des Bogens b als 
bekannt voraus und schreibt zunächst 

2r?”sin« 
ee 
nun ist 2rsina=s, d.i. die zu dem Bogen AB gehörige Sehne; 
also ist 
re 

2. Man soll den Schwerpunkt eines Dreiecks be- 
stimmen. 

Anleitung: Man lege das Koordinatensystem so, daß die 
x-Achse mit einer Höhe des Dreiecks und der Ausgangspunkt 
dieser Höhe mit dem Koordinatenursprung zusammenfällt. Sodann 
wähle man die y-Achse als Momentenlinie. 


2 
Resultat: ———h; d. h., der Schwerpunkt eines Dreiecks 


liegt auf der Parallelen zur Grundlinie, die im Abstande von 
?2/,h von der Spitze gezogen ist. 


3. Man sollden Schwerpunkt eines Kreisausschnittes 
bestimmen. 

Anleitung a): Man zerlege den Ausschnitt durch Radien 
in unendlich schmale Elemente, die man als Dreiecke auffassen 
kann, und bestimme den Ort der Schwerpunkte aller dieser 
Elemente. In der erhaltenen Linie denke man sich die Masse 
der Fläche vereinigt, und bestimme nunmehr den Schwerpunkt 
der Linie. 

Anleitung b): Man lege die Momentenlinie durch den Mittel- 
punkt des zum Kreisausschnitte gehörenden Kreises, parallel zur 
Sehne des Sektors und verfahre entsprechend wie bei 1. 

Resultat: a I 
SEK 3a 

4. Es soll der Schwerpunkt eines Kreisabschnittes 
bestimmt werden. | 


[Kombination der Aufgaben 2 und 3.] 


Man soll den Guldinschen Satz zur Bestimmung von Rotations- 
flächen herleiten. 
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Auflösung: Rotiert eine Kurve y=f(xz) um die x-Achse, 


so ist, wenn das Bogenelement ds—=YV(dx)’-+-(dy)? den Abstand y 
von der x-Achse hat, das Moment des Bogenelementes in Be- 
ziehung auf die x-Achse 


u=yVl(da) + (dy)? 
und das Moment des ganzen Bogens 


M - [yva «+ (dy)?. 


Nun ist 


2 nyV(da)’+(dy)? 
der Mantel des Zylinders von unendlich kleiner Seitenlinie ds, 
den das Bogenelement bei der Rotation um die x-Achse erzeugt, 
und demnach 


0— 2 | yVidar+ an 


die Oberfläche des ganzen Rotationskörpers. 


\ 


Nach den vorangegangenen Aufgaben ist aber | yV(dx)®-+-(dy)? 


das statische Moment des ganzen Kurvenbogens s in Beziehung 
auf die x-Achse, oder 


IE Va 


Daraus folgt, dab 


0—2nz-s. 

In Worten: Die Oberfläche eines Rotationskörpers wird 
gefunden, wenn man den vom Schwerpunkt des Bogens während 
einer Rotation durchlaufenen Weg mit dem Bogen multipliziert. 

Man leite einen entsprechenden Satz für die Be- 
stimmung des Inhalts eines Rotationskörpers her. 

Dabei ist die Vorbemerkung der zu CÜ gegebenen Aufgaben 
der Seite 117 zu beachten. 


c. Bestimmung von Trägheitsmomenten. 


Vorbemerkung: Dreht sich eine Masse M um eine Achse, 
und ist R der Abstand ihres Schwerpunktes von dieser Achse, 
so wird das Produkt MR? das Trägheitsmoment der Masse ge- 
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nannt. Sind m,, M,, M,, ... Teile der Gesamtmasse M und 

% 5 %a, X, -.. die Abstände ihrer Schwerpunkte von der Dreh- 
achse, so ist 

Zu rar „2 2 on 2 

FR mr. mr, mt rn =amır, 


oder, wenn mr? das Differenzial von MR? ist, 


m .R? -;| mr?. 


1. Man soll das Trägheitsmoment 7 einer mit Masse gleich- 
mäßig belegten Strecke von der Länge « bestimmen, wenn die 
Strecke in einem ihrer Endpunkte auf 
der Drehachse senkrecht steht. y 

Auflösung: Ist m die Masse auf 
der Streckeneinheit, so ist mdx die des 
Streckenelementes dx, und = mx?dx 
das Trägheitsmoment des Elements. Dem- 
nach ist 


Aufgaben: 


War aber m die Masse der Strecken- 
einheit, so ist die Masse M der ganzen Strecke 


M-== ma, 
wodurch die erhaltene Formel übergeht in 
| Ma? 
N 165 y 


2. Man soll das Trägheitsmoment 
T einer mit Masse gleichmäßig be- 
legten Strecke von der Länge a be- 
stimmen, die die Drehachse in der 
Entfernung e rechtwinklig kreuzt. 

Auflösung: Man lege durch AB 
die zur Drehachse yy senkrechte Ebene 
und ziehe in ihr xO parallel zu AB, 
und O8_|_ AB. Istdann AS=p, $SB=g, 
also in der Figur © =-+p», , —=—1ı, yı 
so hat ein im Punkte P befindliches Fig. 35. 
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Streekenelement vom Punkt O, also von der Drehachse, die Ent- 


Vo ae . . . . . 
fernung Ve?—x?. Bezeichnen wir wieder mit m die Masse der 
Streckeneinheit, so ist mdx die des Streckenelements und dessen 


Trägheitsmoment 
—=mdz(e + 2°). 


Mithin ist das der ganzen Strecke 
ar 


une 1 22)de—=me(p-+g m _—_ 


p9+4 
era 
Es ist aber die Masse des ganzen Stabes 


M=m(p+o)—=ma; 
daher wird auch 


T—M e+ 2 —pq +2)| 


Liegt die Strecke AB zu OS symmetrisch, so wird p=4gq 


a 0 
eg und damit 


a? 
le). 
Sy 
3. Ein Rechteck mit den Seiten « und D drehe sich um 
das (auf seiner Ebene) im Halbierungspunkt O von a errich- 
tete Lot. Es soll das Trägheits- 
moment bestimmt werden. 


Auflösung: Denkt man sich 
die Fläche des Rechtecks durch Par- 
allelen zur Seite a in unendlich 
schmale Flächenstreifen zerlegt, so 
sind die Trägheitsmomente dieser 
Elemente aus Aufgabe 2 bekannt als 


a? 
let). 


Denkt man sich ferner die 
Masse M des FElementes über dx 
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in einem Punkt von solcher Entfernung 2 von der Drehachse 
konzentriert (Trägheitsmittelpunkt), daß das Trägheitsmoment 
unverändert bleibt, so ergibt sich 


a? 
ve—ule+), 
oder 
F a? 
BIN 1,2 SE 
ö +5): 


Nun können wir für die Masse M des Flächenelements madx 
setzen, wobei dann unter m die Masse der Flächeneinheit ver- 
standen ist. Dann wird aber, da e=xr wird, 


2 af 
T—=madz (2 ns 
und 

b 


a? v° .) @ > 
S= See ee a FEN 
T—na (a +5)az ma", + = mab SH 5): 
0 


Nun ist M=mab die Gesamtmasse des Rechtecks, also folgt auch 
a? =) 
eh 5 PEN 


4. Man löse die Aufgabe 3 unter der Voraussetzung, 
daß die Drehachse durch den Schwerpunkt des Recht- 
ecks geht. 


2 b? 2 
Resultat: T=M- an —M_, [e= Diagonale). 


ö. Es soll das Trägheitsmoment eines Rechtecks gefunden 
werden, dessen eine Seite in die Drehachse fällt. 


Auflösung: Ist b die Länge der in die Drehachse fallen- 
den Seite, a die Länge der anderen, so ist das Flächenelement 
über dx gleich bdax und seine Masse mbdx. Demnach wird 


T—= 2% mbd& 


und 
a 


u ir 
mo | an, 


0 
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ad 


oder, da mab die Masse M des ganzen Rechtecks ist, 
a? 
3% 

6. Man soll das Trägheitsmoment eines geraden Kreis- 
zylinders bestimmen, der sich um seine geometrische Achse 
dreht. 

Auflösung: Ist r der Radius des Grundkreises und h die 
Höhe des Zylinders, so ist das Volumen des Zylinders mit dem 
Grundkreis (r =) 

Da 


L=='M. 


und das des Zylinders mit dem Radius x —- dx des Grundkreises 
v—=n(2-+-de)’-h, 
also das Volumen der zylindrischen Röhre mit der Wandstärke d« 
a 
Da der Abstand dieses Volumelementes von der Drehachse x 
ist, folgt als sein Trägheitsmoment 
Tem Drchioa@—Arhmade 


und als das des ganzen Zylinders 


y y 
> 3 


T—= I m-2rnhx’dt —= zum | dt 
eo 
0 


ır*h 


2 
Es ist hier M=mnr”’h, also wird auch 


2 


2 
Pr 
Man bestimme ferner die Trägheitsmomente 

7. eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a, 
b und der Hypotenuse c. Die Drehachse sei senkrecht zur Drei- 
ecksfläche und gehe durch den Halbierungspunkt von c. 


T==-—-M. 


c 
Resultat: 1 We: 
> 12° 
8. eines gleichschenkligen Dreiecks mit dem Schenkel c 
und der Grundlinie a. Die Drehachse gehe durch die Mitte von 
a und stehe auf der Ebene des Dreiecks senkrecht. 
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2° —.a 
Resultat: I 
36 
9. einer Kreisfläche, die um einen Durchmesser rotiert. 
y? 
Resultat: T—M; 


10. einer Kreisfläche, die sich um das im Mittelpunkt 
auf der Ebene errichtete Lot dreht. 


n2 
Resultat: T-M 


d. Die Keplerschen Gesetze. 


Jede Zentralbewegung setzt voraus, daß ein mit einer be- 
stimmten Bewegungsrichtung versehener Körper P eine dauernde 
Anziehung nach ein und demselben Punkte Z hin, dem Zentrum, 
erleidet. Unter Einwirkung beider Kräfte, der Tangentialkraft 
und der Zentripetalkraft, beschreibt P um Z eine gesetzmäßig 
gestaltete, ebene Bahn. 

Macht man den Punkt Z zum Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, so ist jederzeit die Lage des Körpers in der 
Ebene sowohl durch die rechtwinkligen Koordinaten (x, y), wie 
auch durch die Polarkoordinaten (r, @) bestimmt, wobei ist 


C=1rC0SY, 
—=rsino, 
x? - y—=r?. 
Es sei nun 
s die in der Zeit t von P durchlaufene Bogenlänge, 
v die Geschwindigkeit zur Zeit t und 
y die Zentralbeschleunigung im Zeitpunkte t. 
Zerlegen wir die Beschleunigung y in zwei Komponenten, 
von denen die eine der x-Achse, die andere der y-Achse parallel 
läuft, so ist die erstere 


dx 

Fr] 7 0089, 
und die zweite 

d?y j 

NG 


Lesser, Infinitesimal-Rechnung. 2. Aufl. 9 
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da csp=-, sin m ist, können wir auch schreiben 
r r 


d2% Ei °C 
dt 7 r 
(1) 
d’y U 
nern 3 


Von diesen beiden Gleichungen gehen wir aus, um die 
beiden ersten Keplerschen Gesetze zu beweisen. 


It 
Multiplizieren wir die erste der Ausgangsgleichungen (1) mit 
y, die zweite mit x, so erhalten wir zwei Gleichungen, deren 
rechte Seiten gleich sind; damit wird 


Dr) De N ni 


Da nun 


ist, folgt aus (2) 
(3) 
worin © die Integrationskonstante darstellt. 
Führen wir in (3) ein 

C=1rC0SY 

y—rsino, 
also de =cospdr-——-rsinpdo 

dy—=sinpdr —-rcosodg, 
so erhalten wir 
' dr Ä = : dr a. 7) 
rcosp|sin De c08P,) —reinp|eosp —, —reinp —=6G, 
oder, vereinfacht, 
d 
ae (a ee 


oder 
do Odin ae a 
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"dp rds 
TS 
der Sektor über ds, d.h. das Differenzial dF der vom Radiusvektor 
in der Zeit it bestrichenen Bahnfläche F. Durch Integration folgt 


dp _ er 
r-["% — ltr, 


worin k=0 sein muß, da für {=0 auch F==0 wird. Demnach ist 


Es ist aber rdp der Bogen ds und demnach i 


F=t=ct, 


d. h. der Radiusvektor bestreicht in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen der Bahn. 


RK 
Da wir unter y die Zentripetalbeschleunigung verstanden 


AR m 
haben, diese aber nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz — 
7 


sein muß, so erhalten wir aus der Gleichung 


d?s m 
re 


Y 
durch Multiplikation mit dr 
m 
Yar „= dr, 


und durch Integration 
ha-—t+0 EEE 


wobei a die Integrationskonstante darstellt. 

Um das Integral der linken Seite durch einen anderen Aus- 
druck zu ersetzen, multiplizieren wir die erste unserer Ausgangs- 
gleichungen (1) 

42% x d’y Y 
= -— y—. und — > =-—y-— 
dt? A ET 7, 
mit dx, die zweite mit dy, und addieren die so erhaltenen 
Gleichungen. - So erhalten wir 


y % 
>, (ade yay), 


9* 
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oder nach Division durch dt, 
RE ES Ren A dx a 
et ed 
Nun ist 


ded@y dydze 1A a 2-3 'S)-; E3% 
PFEFTRAFTTRT BETEN SET een = 


wobei unter v die Geschwindigkeit des Körpers P verstanden 
werden muß. 
Ebenso ist 


(6) 


dx days E ee ER 
U U ea Ed) na 


IE an YALEEIFAr 
er Een 
oder 
aw)—=— 2ydr. 


Daraus folgt 


v 
TEN 
IE £ Di: 


wodurch (5) übergeht in 


2 
"= — 2a A a 


Mit dieser Gleichung, die die Geschwindigkeit v als eine 
Funktion des Radiusvektor darstellt, haben wir weiter zu operieren. 
Wir setzen wieder 


Baer 
age: 
also in Rücksicht auf die Gleichungen 
dx —=cospdr —rsinpdo 
IE rcospdp 
— Var? Frag). 


So erhalten wir aus (7) zunächst 


ar\“ (2 _ 
+ Tr ee 
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oder, wenn wir schreiben 


dr dr dp 
dt do dt 
und mit Hilfe der Gleichung (4) 
re 
FR kr 


d ä 2 
den Quotienten FE eliminieren, weiterhin 


2 2 
ee 3 4 r? = — "90, 


do r? % 
oder 
dr ler 
io Ger | 
oder endlich 
u Cdr 


V?mr® —2ar — Cr? 
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Integrieren wir nun, indem wir zugleich die neue Variable 


ESF : 1 Uure 
4W—-— einführen, so erhalten wir, dadann r—= — und dr— — — wird, 
rY U u 


— (du 
Vmuw—2a— Au 


(P— 


Dies Integral läßt sich nach Anleitung der Aufgabe 
Seite 105, auswerten. Formen wir nämlich den Radikanden 
Nenner um, wie folgt: 


2 2 
2mu—2a—(Ü (20) — (ee ou) 


02 
2 2 
= 20)= (cu) 
und setzen nun 
m? 
'@ — 2a = k? 
Cu a = ER 


so wird 


14, 
im 
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also 
ds 
du = — 
IRAQ 
und unser Integral erhält die Form 
2 
—dE : 5 


eye 


Nach Integralformel (11) ist dann 


Parc cos =) + & 


(wobei « Integrationskonstante), und es folgt 


Lösen wir diese Gleichung nach r auf, so erhalten wir 


0? 
> m 
KR re 
oder, 
(2 BAR 
—, —=q und Vır ao, 
ne 
gesetzt, 
ya ed Eee 


1-+ecos(p — a) 


Das ist aber die Gleichung eines Kegelschnittes, und zwar 
die einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem e<{1, 
2 il e,>12ist, 

In der Gleichung (9) spricht sich das zweite Keplersche 
Gesetz aus, demzufolge die Bahnen der Planeten Kegel- 
schnitte sind: Da sie geschlossene Kurven darstellen, sind 
sie Ellipsen. 
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I% 


Das dritte Keplersche Gesetz besagt, daß die Qua- 
drate der Umlaufszeiten zweier Planeten sich wie die 
Kuben der großen Achsen ihrer Bahnen verhalten. 

Zum Beweise des Gesetzes eliminieren wir zwischen den 


Gleichungen 
af Aal 2m 
ne N a De N 
# au dt tr - (8) 
und | 
do 
EN DE BO a A 
er (4) 
; do 
den Quotienten It und erhalten 
dr 2m C? 
—— IM 
dt r y® 
oder nach dt aufgelöst, 
d dr 
a. u rien 5.0 
Ver C? V2mr—aı?—(? 
Y r? 


Bevor wir an die Integration herantreten, formen wir unter 
Benutzung der Substitutionen, mit deren Hilfe wir die Ellipsen- 
gleichung (9) erhielten, nämlich 


02 Ei 02 
re und Vı-2.5 =: 


um. Aus diesen Gleichungen folgt 


m? Mm 
21-9) | 
oder, wenn wir die halbe große Achse mit W bezeichnen, 
24 —— 
a, 
da jag—=U(1— e) ist. Zugleich wird C?=mA(l — e?). 
Damit geht aber die Gleichung (10) über in 


DI 
—-d 
rdr ER ‚Vi E 


we TE a a N WE LET ER MEER ICH 
Venr-Ermsa- Ver ek 


\ 


N 
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Formen wir weiter um, so ergibt sich 


und also 


a rdr 1) 
er mm 


Zur Auswertung dieses Integrals schreiben wir 
r 
| rdr 2 & en 
ve — (A—r)? Yi 


und substituieren 


also 
r—=WA—Mez und er 4, )-—42; 


danach wird | 
rdr a Ye 2dz og dz 
VA? — (U—r)? vi vi vi—2 


Beide Integrale sind sofort ausführbar, da 


en 


und 
dz 


v1i—2 


Somit geht unser Integral über in 


Pre HT - 
ul AVre— (A—r? + ula (ar sin | 


— d(aresinz). 
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und folglich die Gleichung (11) in 


en liizerenz u alaresn )). 561.23 


Lassen wir die Bewegung des Planeten im Perihel mit t=0 
beginnen, so ist, wenn % den Radiusvektor des Perihels be- 
zeichnet, 


vre—=et—=l—r,); 
dann ist der Radius des Aphels r =2 U — r„, und wir erhalten 


die halbe Umlaufszeit des AS. wenn Sr t zwischen den 
Grenzen Fe: bis r—r, bestimmen: 


Y 


(Vila Ar? + Yaresin et 


Si en 


Ist r=r,, so verschwindet die Wurzel in der eckigen Klam- 


p? 

JT 
mer, während der zweite Summand den Wert Ware sini er, 
annimmt; ist aber r=r,, so wird die Wurzel ebenfalls zu Null, 


U 
und der zweite Summand zu Ware sin (— 1)= — ne Demnach 


ya az Yun, 
m 2 2 m 


und für die ganze Umlaufszeit T—= 2t 


r—2 Yun. 
m 


Indem wir diese Gleichung quadrieren, erhalten wir 


folgt für t 


rg. 


M 


Mit der Herleitung dieser Gleichung aber ist das dritte 
Keplersche Gesetz bewiesen. 


1 


- „ts 
DIE 
nn 
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